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Introduction

La réécriture

Les systémes de réécriture ont été reconnus comme outil fondamental en informatique et
logique mathématique. La réécriture est utilisée dans beaucoup de domaines comme les langages
de programmation basés sur la logique équationelle en particulier pour les preuves automatisées
de théorémes [JK84] et la résolution de contraintes [JK91]. La réécriture est utilisée pour définir la
sémantique opérationelle de langages de programmation [Kah87]|, pour décrire la transformation
de programmes [vdBvDK196] et des systémes de transition [DDHY92].

Le mot réécriture suggére un processus de calcul. Typiquement les objets du calcul sont des
expressions syntactiques d’un certain langage formel. Les systémes de réécriture se composent
d’une collection de régles (le programme). Une étape de calcul est executée en remplacant une
partie d’une expression par une autre expression, selon les régles. Ces régles peuvent étre com-
prises comme des équations orientées. En tant qu’équations, elles assurent que l’expression initiale
et le résultat du calcul sont équivalents. Elles sont orientées car une forme est préférée a ’autre.
L’application d’une régle d’'un programme consiste & chercher une instruction du programme qui
est obtenue en instanciant les variables du membre gauche de la régle par des expressions appro-
priées et & remplacer cette instruction par le membre droit de la régle. Le mécanisme determinant
les instanciations appropriées pour les variables est appelé filtrage. L’application d’une régle de
réécriture & un terme clos du premier ordre suppose le filtrage entre le membre gauche de la
régle et le terme & réécrire. Mais le filtrage peut échouer et dans ce cas la régle ne s’applique pas.
On peut étendre les systémes de réécriture en systémes de calcul [KKV93] qui comprennent les
régles de réécriture et leur controle exprimé sous forme de stratégies.

On peut alor considérer qu’une régle de réécriture est une stratégies élementaire et que
les stratégies générales sont construites en composant de telles stratégies élementaires. Mais
la réécriture du premier ordre a un pouvoir d’expression qui n’est pas suffisant pour décrire
directement la composition de régle de réécriture. Les mécanismes permettant de telles operations
sont offerts par le A-calcul.

Le A-calcul

Le A-calcul a été introduit pour exprimer simplement la fonctionnalité. Inventé et développé
par Church dans les années 30, le A-calcul est un langage expressif possédant une sémantique
simple et suffisamment puissante pour exprimer toutes les fonctions calculables. Une fonction
est représentée en utilisant une abstraction par rapport & ses arguments et ’application d’une
fonction & un terme est réalisée en substituant le terme & la variable abstraite correspondante. I1
faut mentionner que cette substitution n’est pas un simple remplacement d’une variable par un
terme, mais doit tenir compte des éventuels conflits entre les noms des variables. Cette opération



2 Introduction

de substitution utilise ’a-conversion qui permet d’éviter la capture des variables. Elle est souvent
définie au méta-niveau du A-calcul.

Le A-calcul est un modéle de la programmation fonctionnelle et le A-calcul typé est aussi
utilisé comme interprétation de la Théorie des Catégories et de la Logique Intuitionniste.

Chacun de ces deux formalismes, & savoir les systémes de réécriture du premier ordre et le A-
calcul, présentent des caractéristiques complémentaires. D’un part, le A-calcul fournit un modéle
de la fonctionnalité, mais il est souvent inadapté pour gérer de facon efficace certaines structures
de données. Par exemple les entiers naturels munis de l'opération d’addition peuvent étre codés
dans le A-calcul, mais ce codage est complexe et coliteux. En pratique donc, méme si on sait
coder ’algébre dans le A-calcul, on préfére I'utilisation des vrais structures algébriques a la place
de leur image en A-calcul. En outre il y a des égalités qui ne peuvent pas étre définies dans
le A-calcul lui méme, comme par exemple I'axiome de surjective pairing [Bar84|. Ceci montre
I’intérét d’enrichir le pouvoir d’expression d’un systéme comme le A-calcul.

D’autre part la réécriture du premier ordre n’est pas bien adaptée pour traiter les fonctions
comme parameétres et comme résultats d’autres programmes. Son pouvoir d’expression n’est
pas suffisant pour décrire directement les fonctions sur les fonctions comme, par exemple, la
composition de fonctions.

On voit donc 'intérét d’introduire un nouveau formalisme appelé réécriture d’ordre supérieur.

La réécriture d’ordre supérieur

La réécriture d’ordre supérieur est le moyen de traiter, par la réécriture, le calcul lié a la
fonctionnalité. I’objectif est de pouvoir représenter une fonction comme un terme. Nous arrivons
ici aux limites du A-calcul: il est possible d’y coder toute la calculabilité, cependant ce codage n’est
pas toujours trivial et facilement manipulable. La solution idéale est de conserver les avantages
du mécanisme d’abstraction du A-calcul et le combiner avec la syntaxe agréable des systémes de
réécriture du premier ordre.

De tels systémes de réécriture sont appelés systémes de réécriture d’ordre supérieur. Ils com-
binent sous un méme schéma et avec une syntaxe unique la notion de calcul, représentée par les
systémes algébriques, et celle de preuve, représentée par les systémes logiques.

La réécriture d’ordre supérieur peut étre vue comme une “réécriture avec fonctions” par
rapport a la réécriture avec objets du premier ordre.

Une fonction est définie syntactiquement par un symbole que ’on nomme abstracteur asso-
ciant un terme & une variable. L’application d’une fonction & une valeur consiste & instancier la
variable dans le terme par la valeur. Les systémes de réécriture d’ordre supérieur incorporent un
tel abstracteur et un tel mécanisme d’instanciation que ’on appelle substitution.

Ce formalisme est capable de modéliser en méme temps les langages fonctionnels, équationnels
ou orientés objets, aussi bien que des assistants & la démonstration.

Il y a deux fagons distinctes de définir les systémes de réécriture d’ordre supérieur :

— En étendant le A-calcul avec des symboles fonctionnels et des régles de réécriture du premier
ordre. [BT88, Oka89, GBTS89, JO97]

— En dotant les systémes de réécriture du premier ordre d’un mécanisme comparable a la
B-réduction du A-calcul [KvOvR93, Wol93, NP9§|

Il existe de nombreux formalismes différents pour définir de tels systémes. Dans ce rapport
nous présenterons les Combinatory Reduction Systems, (CRS), [KvOvR93]et nous le comparerons



avec le p-calcul [Cir00].

L’idée originale des CRS est due a Aczel [Acz78|, qui a présenté une classe restreinte des
CRS. Jan Willem Klop a ensuite étudié ces systémes et il en a proposé une généralisation dans
sa these [K1o80]. Les CRS sont des extensions de systémes de réécriture du premier ordre par un
mécanisme de liaison de variables.

La réécriture et le A-calcul ont été également généralisés dans le calcul de réécriture, encore ap-
pelé p-calcul, qui permet d’exprimer ces deux formalismes ainsi que le non-déterminisme. [CK01,

CKLO1].
Il a de nombreuses applications tant comme cadre sémantique des languages basés sur la
réécriture et le A-calcul (ELAN, ML, XML, ...), que comme cadre logique pour la preuve et la

vérification. Il est donc un formalisme trés général et particuliérement puissant puisqu’il permet
en particulier de représenter simplement les calculs & objets [CKLO1] et la notion de contrdle des
régles par des stratégies.

Le calcul de base a été étudié en détail dans la thése d’Horatiu Cirstea [Cir00] ou il est montré
que le pouvoir d’expression du p-calcul est suffisant pour exprimer les réductions du A-calcul et
de la réécriture du premier ordre.

Dans ce rapport notre but est d’analyser la correspondance entre le calcul de réécriture et les
relations de réécriture d’ordre supérieur. En particulier, nous montrons que pour toute réduction
dans un CRS nous avons une réduction correspondante dans le calcul de réécriture et nous
fournissons une traduction directe des CRS dans le p-calcul.

Plan du travail

Aprés cette introduction, le Chapitre 1 a pour but de rappeler les concepts utilisés dans ce
rapport avec notamment les termes du premier ordre, les substitutions, la réécriture ainsi que le
A-calcul.

Le Chapitre 2 est un présentation du p-calcul au travers de ses composants. Nous décrivons
en particulier la syntaxe et les régles d’évaluation. Nous présentons également le py-calcul qui
permet la représentation des A-termes et de leurs réductions.

Le Chapitre 3 présente les Combinatory Reduction Systems. Nous décrivons les différentes
composantes d’un CRS en commentant en particulier les notions propres a ce type de systéme,
tel que les métavariables et les assignations. Nous donnons aussi quelques exemples de réductions
de termes par rapport & un systéme CRS.

Le Chapitre 4 est le coeur de ce rapport. Nous proposons une traduction qui permet d’expri-
mer un systéme CRS dans le p-calcul. En particulier nous montrons que nous pouvons construire 4
partir des dérivations d’un terme ¢ dans un systéme CRS un p-terme < ¢ > ayant une p-réduction
similaire & celle de ¢ dans le CRS initial.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre les notions préliminaires utilisées dans ce document. Nous les
introduisons par leurs principales définitions et de leurs propriétés les plus connues, notamment
les algébres de termes, les termes du premier ordre, le A-calcul ainsi que la réécriture du premier
ordre.

1.1 Les algébres de termes

Définition 1.1 Une signature F est un ensemble de symboles dont chacun est associé a un
entier naturel qui est appelé son arité. Le sous-ensemble de symboles d’arité n est noté Fy et
donc F = ;o Fi- L’arité d'un symbole f est notée |f|.

Définition 1.2 Soit F = {f1,...,fn} une signature. Soit X un ensemble de variables. La
F-algébre libre homogeéne engendrée par X, notée Tr(X) est le plus petit ensemble tel que :

- X CTr(X),
— pour tout symbole f de F d’arité n (f € F,) et pour tous ti,...,t, € Tr(X) alors
fltr, .. tn) € TR(X).

Pour désigner Tr(X) nous parlerons le plus souvent de l’algébre de termes engendrée par la
signature F. F est appelé la signature de l'algébre. Les éléments de Tr(X) sont appelés termes
(du premier ordre). Un terme peut étre vu comme un arbre fini étiqueté (cf. Définition 1.4).

Définition 1.3 L’ensemble Var(t) des variables d’un terme t est défini inductivement par:
- Var(t) =0 sit € Fo,
- Var(t) ={t} site X,
- Var(t) = Ui Var(t;) sit= f(t1,...,tn).

Un terme est linéaire si chacune de ses variables apparait une seule fois dans le terme.

Nous nous sommes donnés, griace au langage des algébres de termes, un moyen de construire
des ensembles de termes. Pour pouvoir décrire les opérations sur ces termes, nous allons définir
I’ensemble de positions d’un terme ainsi que la notion de sous-terme d’un terme & une position
donnée.

Définition 1.4 Soit N, l’ensemble des entiers strictement positifs, N'. le monoide libre engen-
drée par N, € le mot vide et . l'opération de concaténation. Pour tous p,q € N, p est un préfize
de q, ce que l’on note p < q, s’il existe ¢ € N', tel que ¢ = p.q'. p est un préfize strict de g, noté

4



1.2. Relations binaires sur un ensemble 5

p<q,sip<qgetpFq. SipLqetqLp,p etq sont disjoints ou incomparables, ce qu’on note
pNXg.

Un arbre sur F U X est une application t d’une partie non vide Pos(t) de N, dans F U X
telle que :

1. Pos(t) est clos par préfize.

2. Pour tout p € Pos(t) et tout i € Ny, p.i € Pos(t) si et seulement si t(p) = f € F et
1 <i<|f| ot t(p) denote le symbole a la position p dans t.

Pos(t) est appelé ensemble des positions de t, et t est fini si Pos(t) l’est. La taille |t| d’un terme
t est dans ce cas le cardinal de Pos(t).

L’ensemble des arbres finis sur F U X peut étre muni naturellement d’une structure de
F-algebre isomorphe & 7x(X). On parlera donc dorénavant indifféremment d’arbre ou de terme.

Définition 1.5
— Pour tout terme t et toute position p € Pos(t), t(p) est appelé symbole a la position p dans
t. t(e) est également appelé symbole de téte de t.
~ On appelle sous-terme de t a la position p € Pos(t), le terme noté iip, €t défini par
Vp.q € Pos(t),q € Pos(tp),tp(q) = t(p.q), t(pi".q) = t(p. (i...7) .q).
~——

n
t|p est un sous-terme strict de t si p # e.

- Sit(e) = f € F, on notera t sous la forme f(ty,...,t,) o n=|f|.

La notation tfﬂp est utilisée pour signifier que ¢ contient s comme sous-terme & la position p
et la notation ¢[p <= s]| pour faire remarquer que le sous-terme t|p a été remplacé par s dans .

1.2 Relations binaires sur un ensemble

Les termes sont connectés entre eux par des relations ou par des transformations des uns vers
les autres. Nous donnons quelques propriétés abstraites liées aux relations binaires dont nous
aurons besoin par la suite.

Définition 1.6 Une relation binaire — sur un ensemble de termes construits en utilisant un
ensemble d’opérateurs ® est compatible (avec les opérateurs) si pour tous termes u;,v; € T,
1 =1,...,n et tout opérateur ¢, d’arité n

w — v, i=1,....n = Pp(ur,...,up) — Pp(v1,...,0n)

Définition 1.7 Etant donnée une relation binaire — sur un ensemble T :
— la relation inverse de — est notée +—,

— la fermeture symétrique de —, notée <—, est la plus petite relation symétrique contenant
—.

la fermeture transitive de —», notée i), est la plus petite relation transitive contenant
—.

— la fermeture réflexive et transitive de —> est notée —s.

la fermeture réflezive, symétrique et transitive de — est notée <—s.

— la fermeture compatible (ou fermeture par contexte) de — est la plus petite relation
contenant —» et fermée par rapport aux régles de formation de termes de T.
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La composition des relations —>1 et —o est notée —1 0 —>9 ou —r1—>9.

Une relation binaire ~ réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence. Un
ordre > est une relation binaire irréflexive, antisymétrique et transitive. Un préordre > est une
relation binaire réflexive et transitive.

Définition 1.8 Pour une relation —, un élémebg nt t de T est réductible par — s’il existe
t' dans T tel que t — t'. Dans le cas contraire, il est irréductible. On appelle forme normale de
t tout élément t' irréducti le tel que t — t'. Lorsque un terme t a une unique forme normale,
celle-ci est notée t |.

1.3 Substitutions du premier ordre

Dans cette section nous allons définir une opération sur les termes, que nous appellerons
substitution, permettant de les modifier. Effectuer une substitution consiste & remplacer une
variable d’un terme par un autre terme et pour bien comprendre le mécanisme de remplacement
nous allons donner une définition formelle des substitutions et ensuite une définition équivalente
plus opérationnelle et intuitive.

Définition 1.9 Une substitution est un endomorphisme de [’algébre Tr(X) dont la restriction
a X est l'identité presque partout, ¢’est-a-dire sauf sur un sous-ensemble fini de X.

Les substitutions seront notées par des lettres grecques minuscules, o, u, v, ¢, ... La notation
préfixe, i.e. ot, est utilisée pour ’application d’une substitution ¢ & un terme ¢. Une substitution
bijective est un renommage. On appelle domaine d’une substitution ¢ ’ensemble Dom(c) = {z €
X | ox # z} et codomaine d’une substitution o l’ensemble Ran(o) = {Var(oz) | z € Dom(o)}.

Nous avons présenté une définition formelle des substitutions du premier ordre et pour ren-
forcer I'intuition derriére cette notion nous donnons aussi une définition plus opérationnelle.

Définition 1.10 Le remplacement du terme u dans le terme t € Tr(X) a la position p € Pos(t)
t[p < s|, est définie inductivement par :

- tle <> ul] = u,
= [, tp)[ip e ul = f,. - talp < ul, . b)), si f €F.

Définition 1.11 La substitution de la variable = par le terme u dans le terme t, notée (x — u)t
est la composition de chacun des remplacements du terme u & chacune des positions p telle que

t(p) = =.

Définition 1.12 Une substitution est une fonction accomplissant en simultané plusieurs substi-
tutions de différentes variables par des termes. L’application d’une substitution & un terme t sera
notée (T1 — U1, ..., Tn —> Up)t.

Remarque 1.1 Les substitutions ne commutent pas entre elles en général. La substitution (x1 —
Uly.--, Ty > Uy) Teprésente le remplacement simultané des variables xq, ..., T, par les termes
t1,...,tn et pas la composition des substitutions (x1 — t1) ... {(zy — ty).



1.4. Les systémes de réécriture 7

1.4 Les systémes de réécriture

L’idée centrale de la réécriture [DJ90, Klo90, BN9§| est d’imposer une direction dans l'utili-
sation d’axiomes en définissant les régles de réécriture.

Définition 1.13 Une régle de réécriture est une couple de termes orientée, noté | — r, ot [ est
le membre gauche de la régle et r son membre droit.
Un systéme de réécriture sur les termes est un ensemble de régles de réécriture.

Deux conditions sont imposées habituellement sur la construction des régles de réécriture:

1. le membre gauche d’une régle de réécriture n’est pas une variable (Vx € X, [ # z),

2. l’ensemble des variables du membre droit est inclu dans ’ensemble des variables du membre

gauche (Var(r) C Var(l)).

L’ensemble des variables d'une régle [ — r, noté Var(l — r), est défini par Var(l) U Var(r)
et si la condition précédente est satisfaite alors Var(l — r) = Var(l).

Une regle de réécriture | — r est réguliére si Var(l) = Var(r). Un systéme de réécriture est
régulier si toutes ses régles le sont.

La relation de réécriture — associée & un systéme de réécriture R est définie par: t —x t/
s’il existe une position p dans ¢, une régle [ — r dans R et une substitution o telles que ¢, = ol et

t' = t[or]p. Si on veut préciser la position, la régle et la substitution, alors on écrira ¢ —)%’l_”"’” t.

1.5 Le )-calcul

Les systémes de réécriture que nous avons présentés jusqu’a maintenant sont appelés sys-
temes de réécriture du premier ordre et ils permettent d’exprimer des calculs sur des expressions
contenant des variables. Le pouvoir d’expression de ces systémes n’est pas suffisant pour décrire
directement les fonctions sur les fonctions comme, par exemple, la composition de fonctions.
Le A-calcul est un systéme de réécriture d’ordre supérieur qui a été introduit pour exprimer
simplement la fonctionnalité.

Nous présentons briévement les concepts et les propriétés du A-calcul. Pour une présentation
détaillée du calcul dans les cas non-typé et typé la référence classique est [Bar84| mais on peut
citer aussi [HS86] et [Kri90].

L’ensemble des termes du A-calcul est engendré & partir les termes du premier ordre en
utilisant deux nouveaux opérateurs: I'abstraction et ’application.

Définition 1.14 Soit X un ensemble de variables et F un ensemble de symboles appelés cons-
tantes. L’ensemble des termes du A-calcul, noté Agg, est le plus petit ensemble satisfaisant :

- si x € X est une variable, alors x € Ag(:,

- st f € F est une constante, alors f € Af\;,

- siz € X ette€ A%, alors Mzt € A%,

- siu€A§ et’ueAﬁ, alorsuveAﬁ.

Les variables et les constantes sont appelés atomes.

Les A-termes peuvent étre définis en utilisant la notation BN F :
t = x| flAzt]|tt

Intuitivement, Az.t représente la fonction qui associe la valeur ¢ & la variable z. Un terme de
la forme Az.t est appelé une abstraction. Le terme (u v) représente intuitivement le résultat de
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I'application de la fonction u & ’argument v. Un terme de la forme (u v) est appelé I'application
du terme u au terme v.

Définition 1.15 L’ensemble des variables libres d’un A-terme t, noté FV (t), est défini inducti-
vement par:

- FV(z) =z,

- FV(f) =0,

- FV(Az.t) = FV(t) — {z},

- FV(u v) = FV(u) U FV(v).

On dit que 'occurrence d'une variable  dans un terme ¢ est liée si cette variable apparait
dans un sous-terme de t de la forme Az.u. Dans le cas contraire I’occurrence de la variable x est
libre. Si la variable z a au moins une occurrence libre dans le terme ¢ alors x est appelée une
variable libre de .

Les substitutions du premier ordre présentées dans la section 1.3 ne conviennent pas pour le
A-calcul car, par exemple, la variable y est libre dans le terme Az.(z y) alors que son image ne
Uest plus dans le terme (y — z)Az.(x y) = Az.(z z). On dit que la variable y a été capturée.

Nous allons donner une définition de la substitution utilisant un mécanisme de renommage
des variables qui évitera les captures éventuelles.

Définition 1.16 Soit t, u, v, s des A-termes et x une variable. La substitution de la variable
par le terme s dans le terme t, notée (x/s)t est définie par récurrence sur la structure de t:

- si t est la variable © alors t(z/s) = s,

— si t est un atome a différent de x alors t(z/s) = a,

- sit=(uw) alors t{z/s) = (u(zx/s) vi{z/s)),

- sit = Az.u alors t(z/s) = t,

- sit = Ay.u alors t{z/s) = Az.(u(z/s)(y/z))

ot z est une nouvelle variable, i.e. z £ x, z & FV(s) et z ¢ FV (u).

Les régles de “propagation” des substitutions ne sont pas des régles du A-calcul. On les appelle
des méta-régles.

Nous avons défini I’ensemble des termes du A-calcul et par la suite nous définissons les relations
classiques de réduction et d’équivalence sur les A-termes.

Pour éviter la capture des variables, on définit une relation, appelée a-conversion, dont le
role est de remplacer le nom d’une variable liée par un nouveau nom.

Définition 1.17 Soit t un A-terme contenant un sous-terme Az.u et soit y une variable telle
que y & FV(u). Le remplacement de Az.u par \y.u{z/y) est appelé renommage de la variable
liée y ou a-conversion.

Deux termes u,v sont dits a-équivalents, noté u =4 v, si v est obtenu en appliquant une série
finie (éventuellement vide) de renommages de variables liées dans u.

Par exemple, les termes Az.z et Ay.y sont a-équivalents mais Az.\y.(z y) et Az.Az.(z z) ne
sont pas a-équivalents parce que x est libre dans (z y) et donc nous ne pouvons pas renommer
1y en .

En A-calcul on raisonne toujours modulo a-équivalence, c’est-a-dire qu’on ne distingue pas
deux termes a-équivalents (i.e. on raisonne sur les classes d’a-équivalence).

Définition 1.18 Un A-terme de la forme (Az.t) u est appelé un [-radical et le terme (x/u)t son
réduit.
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Si un terme ¢ contient un sous-terme (Az.v) u et le terme ¢’ est le terme ¢ avec le sous-terme
(Az.v) u remplacé par le terme v{x/u), on dit que ¢t S-réduit en '. Formellement la 3-réduction
est définie par:

Définition 1.19 La relation entre termest — g t' (t se B-réduit sur une étape en t') est la plus
petite relation telle que

(Az.t)u — g t{z/u)
~ siu—g v alors (ut) —g (v 1)

~ siu —g v alors (t u) —g (t v)
- siu —g v alors (Az.u) — 5 (Az.v)

La relation t —*>5 t' (t se B-réduit surt') est définie comme la fermeture réflexive-transitive
de la relation —g.

La relation t =g t' (¢t et t' sont (B-équivalents) est définie comme la fermeture réflexive-
symétrique-transitive de la relation — 3.

Définition 1.20 Le A-calcul est le calcul défini par l'algébre de termes A§ et la relation L)g.
Théoréme 1.1 Le A-calcul est confluent.

Il existe de nombreuses preuves différentes de ce théoréme, on peut entre autres se référer
a [Bar84, HS86, Kri90].
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Chapitre 2

Le p-calcul

Le p-calcul est un calcul intégrant la réécriture du premier ordre et le A-calcul permettant
de représenter les calculs non-déterministes. Ce chapitre a pour objectifs de présenter le p-calcul
dans un cadre non-typé.

La caractéristique principale du p-calcul consiste a rendre explicites les ingrédients principaux
de la réécriture, en particulier, les notions d’application de régle et de résultat d’une telle appli-
cation. Les régles et 'application des régles (ou des p-termes plus compliqués) sont des objets du
p-calcul et les résultats des applications sont représentés par des ensembles qui sont également
des p-termes.

Ainsi, les objets du p-calcul sont construits en utilisant une signature, un ensemble de va-
riables, l'opérateur d’abstraction — et ’opérateur d’application e et nous considérons des en-
sembles de tels objets. Cela donne au p-calcul la capacité de représenter le non-déterminisme au
moyen des ensembles de résultats. Le mécanisme d’évaluation du calcul est le mécanisme d’affec-
tation des variables par leurs valeurs actuelles, i.e. le filtrage. Certains symboles de la signature
ne sont pas purement syntaxiques mais nécessitent un filtrage modulo une théorie (par exemple
équationnelle) différente de la théorie vide et dans ce cas ’ensemble de résultats peut contenir
plus d’un élément.

En bref, nous pouvons dire que dans le p-calcul la fléche est un opérateur binaire utilisé pour
abstraire, le filtrage est le mécanisme de passage de paramétre, la substitution prend en compte
la capture de variables et les ensembles de résultats sont manipulés explicitement.

Afin d’obtenir une définition précise du p-calcul nous présentons d’abord ce que sont les
composants principaux d’un calcul puis nous décrivons chaque composant du p-calcul.

D’abord, la syntaze d’un calcul décrit formellement la formation des objets manipulés dans
le calcul aussi bien que la formation des substitutions qui sont utilisées par le mécanisme d’éva-
luation.

La description de ’application de substitutions aux termes est donnée au niveau méta du
p-calcul. Nous utilisons la substitution d’ordre supérieur et non le remplacement du premier
ordre, i.e. I’application utilise I’a-conversion pour éviter la capture des variables.

L’algorithme de filtrage est un composant fondamental du p-calcul. Sur le filtrage est basée
la liaison entre paramétres formels et actuels.

Les regles d’évaluation décrivent le fonctionnement du calcul. Ces régles représentent le lien
entre les composants précédents.

11
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2.1 La syntaxe

Définition 2.1 FEtant donnés un ensemble de variables X = {z,y,...,X,Y,...} et un ensemble

de symboles F = ;o Fi tel que pour tout m, Fp, est le sous-ensemble de symboles d’arité m.

Nous supposons que chaque symbole a une arité unique, c’est-a-dire que les F,, sont disjoints.
L’ensemble de p-termes de base, noté o(F,X), est le plus petit ensemble tel que :

les variables de X sont des p-termes,

- 8it1,...,ty sont des p-termes et f € Fy, alors f(t1,...,t,) est un p-terme,

— Sit1,...,ty sont des p-termes alors {t1,...,t,} est un p-terme,

- sit et u sont des p-termes alorst e wu est un p-terme,

- si t et u sont des p-termes alors t — u est un p-terme.

On appelle position fonctionnelle d’un p-terme t, toute position p du terme tel que t(p) € F.

Les sous-termes ti,...,t, d’un terme fonctionnel t = f(t1,...,tn) sont appelés les arguments de
t ou, par abus de langage, les arguments de f. Les symboles de Fy sont appelés constantes.

En notation BNF les p-termes peuvent étre définis par:
p-termes t o= x| fltr,...otn) | {ty...5t} | Lot | t 1

Dans la syntaxe précédente, le terme représentant l’ensemble vide est {}, aussi noté . La
forme f(ti,...,t,) est une abbreviation pour f e ¢; e...e t,. Pour les termes de la forme
{t1,...,ts} nous supposons, comme d’habitude, que la virgule est associative, commutative et
idempotente. Un terme de la forme t — u est appelé régle de réécriture ou p-abstraction. Le terme
t o wu représente ’application du p-terme t au p-terme u et si ¢ est de la forme [ — r alors on dit
qu’il est la régle de réécriture de ’application et u l'argument de 1’application. On suppose que
l’opérateur d’abstraction “—” est associatif & droite et que l'opérateur d’application “ e 7
est associatif & gauche.

2.2 Les substitutions

Dans tous les calculs utilisant des lieurs, comme par exemple le A-calcul, la substitution du
premier ordre n’est pas appropriée. Afin d’obtenir un calcul de substitutions correct nous devons
définir les notions de variables libres, a-conversion et substitution similaires & celles définies dans
la Section 1.5 pour le A-calcul mais adaptées aux p-termes.

Nous utilisons donc un mécanisme de substitution évitant les captures éventuelles des va-
riables libres et nous considérons une approche similaire & celle présentée dans [DHKO00| permet-
tant de faire une distinction claire entre la substitution (qui prend en compte les variables liées) et
la greffe (qui effectue un remplacement direct des variables). La greffe est appelée habituellement
substitution du premier ordre tandis que la substitution désigne habituellement une substitution
d’ordre supérieur.

Définition 2.2 L’ensemble des variables libres d’un p-terme t, noté FV (t), est défini inducti-
vement par:

1. sit =z alors FV(t) = {z},

2. sit={u1,...,un} alors FV(t) = Ui, FV(w),
3. sit=u e v alors FV(t) = FV(u) UFV(v),

4. sit=u—v alors FV(t) = FV(v) \ FV(u).
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Similairement au A-calcul, on dit que 'occurrence d’une variable £ dans un terme ¢ est lice
si cette variable apparait dans un sous-terme de ¢ de la forme v — u et € FV(v). Dans le cas
contraire, 'occurrence de la variable x est libre. Si la variable z a au moins une occurrence libre
dans le terme ¢ alors z est appelée une variable libre de t.

Dans la Définition 2.3 nous introduisons une notion appropriée de renommage des variables
liées afin d’éviter les captures éventuelles. Ainsi, nous calculons une variante d'un p-terme qui
est équivalente au terme initial modulo I’a-conversion.

Définition 2.3 Etant donné un ensemble de variables Y, l'application ay (appelée a-conversion
renomme les variables lies d’un terme qui se trouvent dans Y. Elle est définie inductivement
par:
- ay(.l‘) =T,
- ay({t}) = {ay(®)}, flay(u),. .., ap(un)),
( = ay(t) e ay(u),

- ay(u —=v) = ay(u) = ay(v), st FV(u)NY =0,
—ay(u = v) = (Ti = Yi)zerviw) oy (u) = (Ti = Yi)oiervw) ay(v)),

siz; € FV(u)NY ety; sont des variables “fraiches” et (x — y) représente le remplacement

de la variable x par la variable y dans le terme sur lequel il est appliqué.

En utilisant I’a-conversion nous pouvons définir la notion usuelle de substitution :

Définition 2.4 Une valuation 6 est une correspondance entre les variables x1,...,z, et les
termes t1,...,ty, i.e. un ensemble fini de couples {(z1,t1),..., (Tn,tn)}.
Etant donnée une valuation 6 nous pouvons définir les deux notions de substitution et greffe

associées a 0 :
— la substitution étendant 0 est notée © = (z1/t1,...,Tn/tn),

— la greffe étendant 0 est noté © = (z1 > t1,...,2n > ty).

© et © sont définies structurellement par :

-0(z) =u, si(z,u) €0 - O(z) =u, si(z,u) €6
-o({t)) = (o) -o((t =00}
Ot e w=0() « O B[t + u)=0() * O)
-O(u—v)=0{W)—>0w) -06(u—v)=0(u)— 6()

ot on considére que z; sont des variables fraiches (i.e. 0z; = z;), que les variables z; n’apparaissent
pas dans u et v et que pour toute variable y € FV (u)UFV (v), z; € FV (0y), et u', v’ sont définis
par:

u' = <yz = zi)yieFV(u) ARV (u)UVar(9) (U,),

o' = (y; = zi)yieFV(u) CFV(u)UVar(6) (v).

L’ensemble de variables {z1,...,z,} s’appelle le domaine de la substitution © ou de la
greffe © et est noté respectivement par Dom(©) ou Dom(O). Le codomaine de la substitu-
tion © est l’ensemble Ran(©) = {t1,...,t,}. L’ensemble de toutes les variables de © est
Var(0©) = Ul Var(t;) U Dom(©).Nous rappelons que (zi/u1,...,Z,/u,) représente la sub-
stitution simultanée des variables z1,...,z, par les termes %,...,t, et non la composition des

substitutions (z1/t1) ... (zn/tn).
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2.3 Le filtrage

Nous définissons les problémes de filtrage dans un cadre général :

Définition 2.5 Etant donnée une théorie T sur les p-termes, une T-équation de filtrage est une
formule de la forme t <<?T t', ou t et t' sont des p-termes. Une substitution o est une solution de
Déquation t <<?T t' siT = o(t) =t'. Un T-systéme de filtrage est une conjonction de T-équations
de filtrage. Une substitution est une solution d’un T-systéme de filtrage P si c’est une solution
de toutes les T-équations de filtrage. Nous notons par F un T-systéme de filtrage sans solution.
Un T-systéme de filtrage est appelé trivial quand toute substitution est une solution du systéme.

Nous définissons Solution(S) pour un T-systéme de filtrage S comme étant la fonction qui
retourne l’ensemble de toutes les solutions de S quand S n’est pas trivial et {ID}, ou ID est la
substitution identité, quand S est trivial.

On appelle T-filtre de t & ' une substitution o qui est une solution d’un probléme de filtrage
t <<?T t'. Si une telle substitution existe, on dit que le terme t subsume le terme t'.

Remarquons que si l'algorithme de filtrage échoue (i.e. retourne F) alors la fonction Solution
retourne I’ensemble vide.

2.4 Les régles d’évaluation

Nous supposons donnée une théorie 1" sur les p-termes pour laquelle le filtrage est décidable.

Les régles d’évaluation du pr-calcul décrivent principalement ’application d’un p-terme sur
un autre p-terme. Elles sont décrites dans la Figure 2.1.

Comme nous ’avons déja mentionné précédemment, dans le cas général, le filtrage n’est
pas unitaire et nous devrons traiter ainsi les ensembles (vides ou infinis) de substitutions. Nous
considérons une application des ensembles de substitutions au niveau méta du calcul représentée
par l'opérateur binaire “_{_))” dont le comportement est décrit par la méta-régle:

Propagate r{{o1,...,0n,...}) ~ {owr,...,onr,...}

Le résultat de 'application d’un ensemble de substitutions {o1,...,0n, ...} sur un terme r est
I'ensemble de termes o;r, oul o;7 représente le résultat de la (méta-)application de la substitution
o; sur le terme r comme détaillé dans la Section 2.2. Notez que lorsque n vaut 0, c’est-a-dire
I’ensemble de substitutions est vide, I’ensemble de termes instanciés est également vide.

Nous pouvons simuler les réductions utilisant les régles d’évaluation Congruence pour les
applications d’un terme avec un symbole de téte fonctionnel & un terme de la méme forme en
transformant le terme initial et utilisant la régle d’évaluation Fire. En effet, I’application d'un
terme f(u1,...,un) & un autre terme t (i.e., le terme f(ui,...,u,) ® t) est évalué, en utili-
sant les régles d’évaluation Congruence et Congruence__ fail, au méme terme que 'application
du p-terme f(z1,...,24) = f(u1 ® z1,...,u, ® z,) au terme t (formellement, le p-terme
(f(x1,...yzn) = f(ur ® z1,...,up, ® z,)) e ten utilisant la régle Fire.

Bien que nous puissions exprimer les mémes calculs en utilisant seulement la regle d’évaluation
Fire et en transformant les termes de départ, nous préférons garder les régles d’évaluation
Congruence dans le calcul pour une représentation plus concise des p-termes.
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Fire (l—r) et = r{Solution(l <5 1))
Congruence flut,...,up) o f(v1,...,v,) = {f(ur ® vi,...,u, ® v,)}
Congruence _fail f(u1,...,up) ® g(vi,...,vp) = 0
Distrib {u1,...,up} ® v — {u1 ® v,...,u, ® v}
Batch v e {uy,...,un} = {v ® up,...,v ® u,}
Switchy, {u1,...,up} > v = {u1 = v,...,u, = v}
Switchgr u—{v1,...,0} = {u—v,...,u > vy}
OpOnSet flon, ..., {ut, - um}ty - oyvn) =

{f(v1,- s ttyeeeyUn)y ey, (V1o ey Umy ey Un) }
Flat {ur, ..., {vi,.-yont, o yum}t = {u1,...,v1,. 0, Un, U}

FiG. 2.1 — Les regles d’évaluation du pr-calcul

2.5 La définition du p-calcul

En utilisant les notions présentées dans les sections précédentes nous donnons la définition
du pr-calcul général.

Définition 2.6 Etant donnés un ensemble de symboles de fonctions F, un ensemble de variables
X et une théorie T sur les termes de o(F, X) avec un probléme de filtrage décidable, nous appelons
pr-calcul (ou calcul de rééeriture) un calcul défini par :

— un sous-ensemble non vide o_(F,X) de l’ensemble de termes o(F,X),

— Dapplication (d’ordre supérieur) de substitution auzr termes comme définie dans la Sec-
tion 2.2,

— une théorie T,

— Densemble de régles d’évaluation £: Fire, Congruence, Congruence _fail, Distrib, Batch,
Switchy, Switchgr, OpOnSet, Flat (Figure 2.1),

— une stratégie d’évaluation S qui guide l'application des régles d’évaluation.

Nous utilisons la notation (o (F,X),T,S) pour rendre explicite les composants principauz
du calcul de réécriture considéré. Lorsque ces composants sont clairs par le contexte, la notation
simplifiée pr est utilisée.

La stratégie d’évaluation utilisée est importante pour le résultat de confluence mais on ne
traitera pas cet argument ici. S’il n’est pas différement spécifié, on utilise toujours la stratégie
d’évaluation qui n'impose aucune restriction sur 'application des régles d’évaluation.
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2.6 La définition du p)-calcul

La syntaxe du p-calcul général nous permet la représentation du A-calcul.
La représentation des A-termes et des réductions sous-jacentes est réalisée en considérant une
restriction de la syntaxe et des régles d’évaluation du p-calcul.
Nous analysons le cas du A-calcul ol les constantes doivent étre considérées. Nous allons analyser
par la suite le cas plus général ou les symboles de fonctions sont non seulement des constantes
mais aussi des symboles de fonctions d’arité non-nulle. Nous obtenons ainsi un ensemble de
termes gy (F, X) défini par la syntaxe:

pr-termes t = x| {t} | tet | z—t

onz€Xet feF.
Par rapport a la syntaxe du p-calcul général les ensembles sont toujours des singletons.

Définition 2.7 Etant donné un ensemble de variables X, nous appelons py-calcul Uinstance du
p-calcul défini par:

— Densemble de termes p)(F, X),

— Dapplication (d’ordre supérieur) de substitution auz termes,

— la théorie O (filtrage syntazique),

— l’ensemble de régles d’évaluation de la Figure 2.2.

Fire) (x >r) ot
Distriby ~ {u} e v

Batch)y v e {u}

Switchy z — {v}

OpOnSet,\ f(Ul,...,{u},...,Un)
Flaty {{v}}

{r(z/t)}

{u o v}

{v o u}

{z — v}
{f(v1y--eyty...,vn)}
{v}

Ll

FiG. 2.2 — Les régles d’évaluation du py-calcul

La regle d’évaluation F'ire) initialise, dans le py-calcul (comme la régle 8 dans le A-calcul),
I’application d’une substitution sur un terme. Une conséquence immeédiate de la syntaxe restreinte
imposée pour les termes de gy (F, X) est que le filtrage effectué dans la régle d’évaluation Firey
réussit toujours et la solution de I’équation de filtrage qui est nécessairement de la forme x <<% t
est simplement Solution(z <<5 t) = {(z/t)}.

On peut démontrer que les réductions dans le A-calcul et dans le py-calcul sont équivalentes
modulo la syntaxe des deux calculs et que par consequent le py-calcul est confluent [Cir00].
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Combinatory Reduction Systems

Les Combinatory Reduction Systems (CRS) ont été introduits par Klop en 1980 pour géné-
raliser le A(a)-réductions de Hindley [Hin78] et les schémas de contraction de Aczel [Acz78].

La classe des A(a)-réductions est une extension du A-calcul avec des opérateurs appelles
“atomes” et des axiomes définis pour eux. Les schémas de contraction contiennent le A-calcul et
une sous-classe des systémes de réécriture du premier ordre.

Les CRS sont des extensions de systémes de réécriture du premier ordre par un mécanisme
de liaison de variables ainsi de pouvoir includer soit le systémes de réécriture du premier ordre,
soit le systémes de réécriture avec variables liées comme le A-calcul.

3.1 La syntaxe

Un CRS est une paire (A, R) ou A est un alphabet et R un ensemble de régles de réécriture
définis comme suit :

Définition 3.1 Un alphabet A se compose d’:
— un ensemble de variables X = {z,y,z,...}
— un ensemble de métavariables d’arité fivée MV = J;~, Z; tel que pour tout m, Z,, est le
sous-ensemble de métavariables d’arité m.

- un ensemble de symboles d’arité fizée F = |J;~o Fi tel que pour tout m, Fp, est le sous-
ensemble de symboles d’arité m. B

- un opérateur d’abstraction noté |_]_
En notation BNF, ’ensemble MTers(F, X, MV) de CRS-métatermes est donc défini par:
CRS-métatermes t == x| Z([{,...,t) | f(t,...,t) | [z]t

Les positions dans un CRS-métaterme sont calculées comme dans la Définition 1.4 en consi-
dérant [ | comme un symbole d’arité 2.

Par rapport aux systémes de réécriture du premier ordre 1’algébre de termes d’un systéme
CRS posséde deux nouvelles constructions: le symbole [ ] et les métavariables.

Le constructeur [ ] dénote I’abstraction de la méme maniére que le A dans le A-calcul. Les
variables liées par [ ]  sont sujetes & l'a-conversion mais, a la difference du A-calcul, elles ne
sont jamais concernées par le filtrage.

17
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Les métavariables jouent le role des variables libres des systémes du premier ordre dans les
régles de réécriture CRS.

Définition 3.2 L’ensemble Ters(F,X) des CRS-termes est constitué de tous les métatermes
sans métavariables.

Exemple 3.1 Termes et Métatermes:

x € Ters(F,X) et © € MTers(F, X, MV).

f([z]g(z,a)) € Ters(F,X) avec f € F1, g € Fa, a € Fy.
- Z(z) € MTers(F, X, MV) avec Z € Z;.

- Z(Z") € MTers(F,X,MV) avec Z € 2y, Z' € Z.

- f([z)Z(z,y)) € MTers(F, X, MV) avec f € F1, Z € Zs.

Définition 3.3 Variables libres et lices.

— On dit que l'occurrence d’une variable T dans un terme ou métaterme t est liée si cette
variable apparait dans un sous-terme de t de la forme [z]u. Dans le cas contraire l’occurrence
de la variable x est libre.

- Si la variable z a au moins une occurrence libre dans le terme t alors x est appelée une
variable libre de t. L’ensemble des variables libres de t est noté FV(t).

— Un terme ou métaterme sans variable libre est appelé clos.

— L’ensemble des métavariables de t est noté MV(t). Les métavariables ne peuvent pas étre
liées par un opérateur d’abstraction mais peuvent dépendre de variables liées par le truche-
ment de leurs arguments.

Les régles de réécriture CRS sont définies comme un couple des métatermes. Elles induisent
une relation de réécriture sur les termes.

Définition 3.4 Un ensemble R de régles de réécriture CRS est composé par de régles de la forme
L — R satisfaisant les conditions suivantes :
— L et R sont des métatermes clos,
~ L est de la forme f(t1,...,t,) avec t1,...,t, métatermes,
- MVY(L) > MV(R)
— Toute occurrence d’une métavariable Z dans un membre gauche de régle est de la forme
Z(z1,...,%n) ot les z; sont des variables liées distinctes (condition dite de pattern).

Une régle de réécriture est une couple de métatermes, mais la relation de réduction qui est
induite est une relation entre termes. Les métavariables permettent de définir des schémas de ré-
duction, une métavariable pouvant prendre comme valeur tous les termes possibles et engendrant
ainsi une régle.

Exemple 3.2 La régle 8 du A-calcul (Az.t)u — g t(xz/u) peut étre écrite dans la notation CRS

BetaCRS : Q(Ab([z)Z(z)),Z") — Z(Z")

ot @ € Fy et Ab € F1 sont respectivement les encodages des opérateur d’application et d’abstrac-
tion.

On veut maintenant définir la facon dont une régle de réécriture CRS est instantiée pour
obtenir un pas de réécriture effectif. Pour faire ¢a on a besoin d’introduire les notions de substitut
et d’assignation.
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3.2 Substitut et assignation

La substitution des CRS est définie au niveau méta du calcul. Le méta-langage utilisé pour
effectuer la substitution dans un CRS-terme est appelé “méta-lambda”, noté A.
La réduction des A-redex est effectuée par la régle 8 du A-calcul, notée — 4. Etant donnés
deux CRS-termes t et u on a B
(Az.t)u — g t(z/u)

On considére toujours des CRS-termes en 3-forme normale, notés | 5.

Définition 3.5 Un substitut d’arité n est une expression de la forme & = Ax1...T,.u ou
Z1,...,%y Sont des variables distinctes, u est un CRS-terme. Les variables x1,. .., T, sont liées
par A et sont sujet a l'a-conversion.

Le substitut Ax1 ... xn.u peut étre appliqué a un n-uple des CRS-termes (t1,...,t,) menant a la
substitution simultanée de x1 ...z, parti,...,t, dans u:

Azy ... xpu)(ty, ... ty) = u{zy :=t1,..., T =ty }

Définition 3.6 Une assignation o est un ensemble fini de couples (métavariable, substitut) o=
{(Z1,&1),-..,(Zn,&n)} telle que arité(Z;) = arité(&;) Vi € {1,...,n}.
Etant donnés un métaterme t € MTers(F, X, MV) et une assignation o, 'application de o sur
t, notée o(t), est récursivement définie de la fagon suivante :
- of
- of ]
- O'(f(tl,...,tn
- of .
(

- g

Les problémes de capture des variables, comme par exemple les variables libres x capturées
involontairement par l’abstracteur [z], doivent étre résolus par le renommage des variables liées.
Par la suite on assume implicitement appliquer ce renommage, si nécessaire. Par abus de langage
on utilise souvent la notation simplifiée ot au lieu de o(t).

L’assignation est aux métavariables ce que la substitution est aux variables mais avec quelques
nuances. Ce n’est pas la métavariable qui est remplacée par un terme mais ’objet métavariable
plus ses arguments. La métavariable est en fait substituée par une fonction qui prend comme
arguments les parameétres de la métavariable et le méta-lambda effectue la réduction nécessaire.
Notons au passage que ’application d’une assignation & un métaterme est un terme.

Par exemple, sit=2¢€ 2, et o={...,(Z,€),...} ou &= Az1...zp.u alors
o(Z(t1,... 1)) = 0(Z)(o(t1),...,0(tn))p
= (Az1...zn.u)(0(t1),-..,0(tn))s
=u{z; :=0(t1),...,2n :=0(tn) }.
Donc, un pas de réécriture est défini comme un remplacement des métavariables par les
termes assignés suivi de la S-reduction.

3.3 Filtrage des CRS-termes

Définition 3.7 Une équation de filtrage est une formule de la forme t <<Z;RS t', ou t est un CRS-
métaterme et t' est un CRS-terme. Une assignation o est une solution de ’équation t <<?CRS t
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si o(t) = t'. Un CRS-systéme de filtrage est une conjonction de CRS-équations de filtrage. Une
substitution est une solution d’un CRS-systéme de filtrage P si c’est une solution de toutes les
T-équations de filtrage. Un CRS-systéme de filtrage est appelé trivial quand toute substitution est
une solution du systéme.

Nous définissons Solution(S ) pour un CRS-systéme de filtrage S comme étant la fonction qui
retourne ’ensemble de toutes les solutions de S quand S n’est pas trivial et {ID}, ot ID est la
substitution identité, quand S est trivial.

Remarque 3.1 En general le CRS-terme t est un pattern étant le membre gauche d’une CRS-
régle de réécriture.

Filtrer deux CRS-métatermes correspond a filtrer la traduction des ce deux termes dans le
A-calcul. Nous utilisons par la suite le fait que le filtrage pattern dans le A-calcul, noté dans ce
rapport _ <’ _, est decidable et unitaire [Mil91]. D’abord nous définissons la traduction des
CRS-métatermes dans le A-calcul.

Définition 3.8 Etant donné un systéme CRS (A, R). La fonction Pry(_) décrivant la pro-
jection de l’ensemble des CRS-métatermes MTers(F, X, MV) dans l’ensemble de termes du
A-calcul Af;, ot X' = X UMV est définie de la fagon suivante :
- Pry(z) ==
- Pry([z]t) = Ax.Pry(t)
- Pr)\(f(tl, . ,tn)) = fP’I")\(tl) ce P’I")\(tn)
- Pry(Z(t1,...,tn)) = ZPry(t1) ... Pra(ty)
La traduction d’un substitut CRS :
- Pry(Az1 ... zpt) = Ax1 ... 2y Pra(2)
et d’une assignation CRS :
- Pry({...,(Zi, Az .. xn ), ) ={ . (Zi/ Ax1 . . .2 Prp(2)), .. .}

Remarque 3.2 La traduction de l’abstracteur CRS [_] par Uabstracteur X ne crée pas de pas
de [-réductions dans le A-calcul car [ ] n’est jamais en position d’applications dans les CRS.

Remarque 3.3 Les positions des sous-termes dans le termes ne changent pas apres la traduc-
tion, si nous considerons le symbol X comme étant d’arité 2.

Dans la Proposition 3.1 nous traduisons un probléme de filtrage CRS dans le A-calcul et
nous calculons sa solutions qui, si existe, est unique car nous utilisons le filtrage pattern. Une
fois que nous avons cette solution, nous la traduisons dans les CRS et nous vérifions que elle est
effectivement la solution du probléme de filtrage initial. Nous avons donc besoin d’une fonction
de traduction dans les CRS des termes et substitutions du A-calcul impliqués dans le filtrage.

Remarque 3.4 Par la suite nous considerons les A-termes dits en forme n-longue, ot 1 est la
cloture par contexte de l'expansion t — Azx.tx.

Définition 3.9 FEtant donné un ensemble de A-termes Ag; en forme n-longue. la fonction Props(_)
qui a chaque A-terme associe un CRS-métaterme est récursivement définie de la facon suivante :

- Progs(z) = x ot x est une variable liée
~ Prers(fti...tn) = f(Prcrs(ti),..., Prors(tn))
- Prors(Zty...t,) = Z(Progs(ti), ..., Prcrs(tn)) ot Z est une variable libre

- Prers(Mz.t) = [z]Prors(t)
La traduction d’une substitution :
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- Prers({.- -, (Zi/Az1 ... zp-t),...}) ={...,(Zi,Az1... 2. PrcRrs(t)),...} ot Z est d’arité
n.

Lemme 3.1 Etant donné un A-terme t avec un sous-terme u & la position w: ¢ = try) . Alors :

Prers(tr),) = Prors(8)[propsu)l,
Preuve : Par induction structurelle sur le terme ¢ O

Lemme 3.2 Etant donnés un CRS-métaterme t € MTers(F, X, MV) et un A-terme u € Afv:,
ot X' = X UMV, alors

Prcrs(Pra(t)) =t et Pra(Prcrs(u)) =u
Preuve : Par induction structurelle sur les termes ¢ et u. O

Proposition 3.1 Etant donnés un un probléme de filtrage dans un systéme CRS u <<?CRS v
ot u est un CRS-pattern et v un CRS-terme. Soient u' = Pry(u), v' = Pry(v) et v < o' le
probléme de filtrage correspondant dans le A-calcul.

Si o' est une solution de u' <’ v' alors Progs(o') est une solution de u <5pg v.

Preuve : Nous devons démontrer que si o'(u') —g o', alors Gu = v ou @ = Progs(o’).
Nous avons ¢’ de la forme o' = {(Z1/ &1),...,(Zn/ &)} on FV(u') = {Z1,...,Z,} et
Vi€ {1,...,n} & = Az1...x;.t avec j = arité(Z;). Nous utilisons une récurrence sur la
longeur de la réducton o’ (u') S5 o'
- n=0:0'(u) —O>5 v,
Alors necessairement & = t et Z1,...,Z, sont d’arité 0. Soient wg, k € {1,...,n},
toutes les occurrences de Z1, ..., Z, dans u.
Pour chaque occurrance wy nous avons
o'Wz, ) = Wiz,
— !
=u [k 1oy
e 'U,, |_t_| " — ,UI
En passant dans les CRS nous obtenons & = {(Z1,&1),...,(Zy, &)} et & = ot nous
utilisons la notation — par Prgogs( ). Nous avons
ou= EU[Z[\
Wi
= Ulezil,,
= Urel.,
= ﬂ—ﬂwk
— !
=,
= =w.
- n=1:0'(u) —1>5 v'.
Nous savons par la Remarque 3.2 que la S-reduction est due a I'instanciation d’une
métavariable d’arité 1 dans le CRS-terme u. Donc par exemple u = Ufz,(y)], Pour
une certaine position w € Pos(u). Nous avons o’ = {(Z1/ &1)} et & = Azt
o' (Wrz@,)= Ui 2@,
!
_ a0
= U1 ) ()],

=8 Wit /y,, =V
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En passant dans les CRS nous obtenons & = {(Z1,£1)} et & = Azi.t Nous avons,
modulo la notation pour la substitution,

TU= TU[z,(y)],
= Ul521(y)],
= Uiy,
= Uz D).,
B8 Uli{zi=y}],,
= Ulifzi=o),,
= =.

— Dans le cas general: o' (u') 5 v/

()I(UI) > B3 IU” )6 U’

Par hypothése de récurrence nous avons

Nous devons montrer que & v i)g v donc il nous suffit de reappliquer le cas n = 1.
O

Exemple 3.3 Etant donné le CRS-terme t = Q(Ab([z]Ab([y]f(z,y))),a), nous lui appliquons
la régle BetaCRS :
BetaCRS : Q(Ab([z])Z1(x)), Z2) = Z1(Z2)

Nous devons filtrer le métaterme L contre t, étant L le membre gauche de BetaCRS : L <<27RS t.
En traduisant dans le A-calcul le terme t et la régle BetaCRS nous obtenons

t' = Q(Ab(A\z.(Ab()\y.f(7,7)))), a)

et
Beta' : @(Ab()\IZliL‘), Z2) — Z1Z2

ot nous utilisons la notation ' pour Pry(_).
La solution du probleme de filtrage I' <’ t' est la substitution o' = {(Z1/] &1, Za) &)} oi
61 = A.’L’lAb((AiL'Qf(.’L'l,.'EQ))) et 62 = a.

En traduisant dans les CRS cette substitution nous obtenons

o' ={(Z1,&),(Z2,&)}

ot & = A\x1.Ab([z2]f(z1,22)) et & = a avec la notation — par Prcogrs(_).

Le X plus externe de & est traduit par un A, par contre le deuziéme X est traduit par [ ] étant
Z1 d’arité 1.

Verifions que o’ est 'assignation solution de L <<2~RS t.
oL=5(Q(Ab([z]Z1(x)), Z2))

= Q(Ab([z](Az1-Ab([x2] f (71, 72))) (%)), @) I

= Q(Ab([z] Ab([z2] f (z,22))), a)

=a@(Ab([z]Ab([y]f (z,y)),a) = t.
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3.4 La relation de réécriture

Définition 3.10 Etant donné un ensemble R de régles de réécriture CRS on peut définir induc-
tivement la relation de réécriture engendrée entre les termes CRS comme dans la figure 3.1:

Step 5L —oR si o assignation,
L — ReR et Dom(c) D MV(L)
t—u
Context ) — fw ) Vitu€Tors(X,F)etVfeF
Abstract [x]i :; Z]u Vitu€ Ters(X,F)
Trans ¢ —)tu_>uv—> v Vt,u,v € Ters(X,F)

F1G. 3.1 — La relation de réécriture CRS

On peut définir un pas de réécriture de fagon plus opérationelle:

Définition 3.11 FEtant donné un ensemble R de régles de réécriture CRS.
Etant donnés deuz termes t,t' € Ters(X,F), t se réécrit ent' en un pas de réécriture en utilisant

R, noté t - t', ssi il existe w € Pos(t), il existe L - R € R et il existe une assignation o telle
que Dom(o) 2 MV(L), tly = oL et t' =ti,p) -

Le lemme suivant montre 1’équivalence entre les deux définitions de relation de réécriture.
Par la suite on utilisera indifférement 1'une ou I'autre en préférant la deuxiéme quand on veut
spécifier ’assignation utilisée et la position dans le terme auquel la régle est appliquée.

Lemme 3.3 Etant donnés deuz termes t,t' € Ters(X,F), sit — t' au sens de la figure 3.1
alors :

— ou bien t et t' coincident, i.e. t =t', ou bien

— 1l existe une chaine finie de réductions d’un pas det at':t =ty > t1 9r ... >R tn = 1.
Preuve : La preuve est une consequence de la forme de la preuve de t — t/. O

Remarque 3.5 Un CRS dont toutes les métavariables sont d’arité zero et o aucune régle ne
fait intervenir Uopérateur d’abstraction [ _]|_ correspond a un systéme de réécriture du premier
ordre.

Rappellons que pour les CRS la substitution d’ordre supérieur provient d’une assignation
appliquée & une métavariable, c’est 14 en effet qui peut intervenir le méta-lambda. Si la méta-
variable est d’arité 0, il n’y a pas de substitution d’ordre supérieur. La relation engendrée par
la régle de réécriture CRS est alors identique & celle engendrée par les régles d’un systéme de
réécriture du premier ordre.

Exemple 3.4 Etant donné le CRS-terme t = Q(Ab([z]f(z)),a), on lui applique la régle Beta-
CRS en utilisant l'assignation o = {(Z, \y.fy),(Z',a)}.
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f(z) et 0Z'=a, on a oL =t ou L est le membre gauche

Puisque 0Z(a) = (W-f9)@) s = f(z
=0(Z(2')) = (Ay-fy)(a) g = f(a) o R est le membre droit de

de BetaCRS. On obtient oR
BetaCRS.

Exemple 3.5 Etant donné un systéme de réécriture du premier ordre qui décrit l’addition sur
les naturels. On peut exprimer par un systéme CRS (A, R), ou l'alphabet A se compose de :

- MV ={X)Y, Z,...} toutes d’arité 0

- F={s,+,0}
avec s € F1 Vopérateur successeur, + € Fo l'opérateur d’addition et 0 € Fy le zéro des naturels;
et l’ensemble R de régles de réécriture est:

~R={Ri1:0+X =5 X, Ro:5(X)+Y = s(X+Y)}

Etant donné un CRS-terme t = s(0) + s(s(x)) on peut le reduire en appliquant d’abord la
régle Ry et ensuite la régle R;.
En utilisant lassignation o = {(X,0), (Y, s(s(z))))} on obtient:

s(0) + s(s(z)) =g, s(0+ s(s(x)))
Ensuite on applique la régle Ry avec l'assignation o = {(X, s(s(z)))} et on obtient :

(0 + s(s(x))) —r, s(s(s(z)))



Chapitre 4

La traduction des CRS en p-calcul

On veut définir une traduction qui permette d’exprimer les réductions d’un terme par rapport
4 un systéme CRS par des réductions dans le p-calcul.

D’abord nous introduisons un calcul appelé pq-calcul qui est doté d'un filtrage plus puis-
sant que le filtrage syntaxique du p-calcul. Ce filtrage est nécessaire afin que la traduction des
réductions des CRS-termes dans le p-calcul soit correcte.

Ensuite on démontre quelques propositions qui décrivent comment la traduction se comporte
par rapport aux occurrences d’un sous-terme d’'un CRS-terme, & la substitution des variables, &
I'application d’une assignation & un terme et & ’application d’une régle a un terme.

Enfin le théoréme principal montre que nous pouvons construire & partir des dérivations d’un
terme ¢ dans un systéme CRS un p-terme ayant une p-réduction similaire & celle de ¢ dans le
CRS.

Nous concluons en donnant quelque exemple de réductions dans un systéme CRS avec leur
correspondant dans le p-calcul.

4.1 La définition du pg-calcul

Les réductions par rapport & un CRS utilisent un mécanisme d’assignation basé sur le A-
calcul. Le filtrage utilisé dans le pp-calcul correspondant doit donc étre plus élaboré qu’un simple
filtrage syntaxique. Nous introduisons donc le pgq-calcul, afin que la traduction des réductions
des CRS-termes dans le p-calcul soit correcte.

Pour définir le pq-calcul nous avons d’abord besoin de définir la notion de p-Pattern et le
filtrage correspondant.

Définition 4.1 Nous considérons la relation sur px(F,X) notée —,, et induite par les régles
d’évaluation de la Figure 2.2.
Les relations suivantes sont induites par la relation —, :

—*>pA est la fermeture réflexive, transitive de —,, (la réduction engendrée par le px-calcul),
<L>pA est la relation d’équivalence engendrée par L),,A.

=,, est la fermeture par contexte de <L>px.
En partant du py-calcul nous définissons la théorie de filtrage T}, .
Définition 4.2 Etant donnés deuz p-termes t et t'. (¢,t') € T, , notée aussi Ty, =1t =1t', ssi

t=py t'

25
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Par la suite on veut se restreindre & un ensemble particulier de p-termes appélés p-Patterns.

Définition 4.3 On appelle p-Pattern, un p-terme t dont chaque variable libre Z de t apparait
dans un sous-terme de la forme Z o x1...e x, ou les variables x1,...,xn, n > 0, sont des
variables distinctes liées dans t.

Exemple 4.1

-z — (Z e x) est un p-Pattern;

-z — f(Z e x) est un p-Pattern;

- g(x — x) est un p-Pattern;

-~ x— (Z e z e x) nlest pas un p-Pattern (z apparait deux fois) ;

- g(z = z,Z o x) nlest pas un p-Pattern (x n’est pas liées dans Z e x).
Maintenant on peut définir la théorie de filtrage pour le pq-calcul.
Définition 4.4 FEtant donnés deuz p-termes t et t'.
(¢,t') € Tq 24 (¢,t') € T, et t est un p — Pattern

On note ¢ <<Z" t' un probléme de filtrage dans la théorie Ty.

Par conséquent, une substitution o est solution de ¢ <¢ t' ssi Ty |= ot =1/, i.e. ot =p, ¢’ et t est
un p-Pattern .

En utilisant les notions précédentes nous donnons la définition du pg-calcul .
La syntaxe du pq-calcul est définie en considérant une restriction de la syntaxe du p-calcul :

Définition 4.5 L’ensemble de pg-termes, noté pq(F, X), est défini par la syntaze :
pq-termes t o=z | {t} | tet | It

ouzr € X, feF etl est un p-Pattern.

Définition 4.6 Etant donné un ensemble de variables X', nous appelons pq-calcul l'instance du
p-calcul défini par:

- Uensemble de termes oq(F, X),
— Dapplication (d’ordre supérieur) de substitution auz termes,
— la théorie Tq (filtrage pattern),

— l’ensemble de régles d’évaluation de la figure 4.1.

Une conséquence de la syntaxe restreinte imposée pour les termes de pq(F,X) est que le
filtrage pattern effectué¢ dans la régle d’évaluation Fireq a un résultat unitaire et donc que les
ensembles appartenant au pq(F, X) sont tous des singletons [Mil91, Qia93].
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Fireq (l—r) et = r{Solution(l <<?1[ t))
Distribq {u} o v = {u e v}

Batchq v e {u} = {v e u}

Switchq u— {v} = {u— v}

OpOnSetq flor, . {ul, ... o) = {f(vi,...,uy..., )}
Flatq {{v}} = {v}

Congruenceq flur,...,;up) o f(vr,...,vn) = {f(ur ® vi,...,up ® vy)}
Congruence_ failg f(ui,...,u,) ® g(vi,..., ;) = 0

F1G. 4.1 — Les régles d’évaluation du pq-calcul

4.2 La traduction des CRS dans le p-calcul

On peut maintenant définir la fonction qui encode un systéme CRS dans le p-calcul.

Définition 4.7 La traduction, notée < >, des CRS-termes en p-termes est définie récursive-
ment par

- <r>=x

- <[zlt>=z—>t

— < flt1yeentn) > = f(<t1>,..., <ty >)

- <Z(tyy o stp)>=Z o<ty >... et >

La traduction des régles de réécriture CRS en p-termes :

- <L—->R>=<L>>3<R>

La traduction d’un substitut CRS en un p-terme:

- <Ay zpu>=z1 = (22 = (.. (T 2<u>)..0))

La traduction d’une assignation CRS en une substitution entre p-termes:
-<A{...,(Zp,Az1...zpu),.. .} >=(..,Zi) 1= (z2 = (.. (zp =< u>)...)),...)

Une CRS-métavariable d’arité n correspond dans le p-calcul & une variable appliquée a n
p-termes.
Les réductions qui dans les CRS sont effectuées par le méta-lambda correspondent dans le
p-calcul a des réductions explicites effectuées par ’application de ’opérateur d’abstraction. La
traduction de 'opérateur d’abstraction “[ ] _” du CRS est, comme il semble naturel, 'opérateur
d’abstraction du p-calcul. Bien que nous n’aurons jamais la fleche appliquée a quelque terme,
nous avons choisi de traduire “[_]_” par “—” afin que la notion de Pattern soit conservée par la
tranduction, i.e. la traduction d’un membre gauche d’un régle CRS est un p-pattern.

Exemple 4.2 Nous avons déja vu comment la régle B8 du A-calcul (Az.t)u — g t(x/u) peut étre
traduite dans les CRS.

BetaCRS : Q(Ab([z]Z(z)),2") — Z(Z")
Traduisons maintenant la régle BetaCRS dans le p-calcul.

BetaRHO : Q(Ab(z — Z ex),Z') > Z e Z'
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ol @ € Fy et Ab € F1. Voyons comme on peut Uappliquer a un terme sur un exemple.
Etant donné le CRS-terme t = Q(Ab([z]z, f(a)), on lui applique la régle BetaCRS en utilisant
Dassignation o = {(Z, Au.u),(Z', f(a))}. On obtient

o2 Z(Z') = Quu)(f(a) g = f(a) =1

On traduit maintenant ’exemple dans le p-calcul.
On a<t>=Q(Ab(z — z), f(a)) et <o >=(Z] u— u, Z'/ f(a)). On obtient

<o>(ZeZ"\=Z(Z] u—u) o Z'Z'] f(a)) = (u—u) ® f(a) =rireg fla)=<1t">

4.3 Correspondance des dérivations des CRS et du p-calcul

Nous voulons montrer qu’il y a une correspondance entre les dérivations dans un systéme
CRS et les réductions dans le p-calcul associé.

Pour arriver & démontrer le théoréme final nous avons besoin des quelques propositions.
D’abord nous montrons dans la Proposition 4.1 comme on descend la traduction dans un sous-
terme d’un CRS-terme. Nous se servons d’une fonction appelée ¢tr(_, ) pour définir le change-
ment d’occurrence d’un sous-terme d’un CRS-terme aprés la traduction.

Définition 4.8 FEtant donnés un CRS-terme t et une occurrence w € Pos(t). La fonction tr(w,t)
est récursivement définie de la fagon suivante:
- tr(e,t) =€
—tr(n—iw, Z(t1,...,tn)) = 12.2.tr(w,tp_;) on i€ {0,...,n—1}
—tr(iw, f(t1,...,tn)) = itr(w,t;) ovi € {0,...,n—1}
tr(i.w, [z]t) = erreur sii=1etw #e
=lesii=1letw=c¢
= i.tr(w,t) sii=2.

Remarque 4.1 La position d’un sous-terme d’un CRS-terme ne change pas aprés la traduction
dans le p-calcul, sauf si dans le CRS-terme il y a des métavariables. En effet, puisque une
métavariable d’arité n est traduite dans le p-calcul comme une variable appliquée & n p-termes,
Uarbre linéaire du CRS-terme devient dans le p-calcul un arbre a “peigne”.

Proposition 4.1 Etant donné un CRS-terme t avec un sous-terme w a la position w: t = tru, -
Alors :
<tu], 2= <E>T<us]y

Preuve : Nous utilisons une induction structurelle sur le terme ¢.
— Sit =z alors
< Tl >=<z>
=<z >[<u>]€
=<z >[<u>]

tr(e,z)
— Sit = [z]s alors t[4 5],
On peut remarquer que w est soit de la forme w = 1.e soit de la forme w = 2.q avec ¢
une position quelconque et donc on a deux cas:
a) w=l.ealorsu=z

< ([ac]s)[uh_€ > =< [z]s >
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= <l[z]s >, .
= < [z]s >reas],.
= < [z]s >rcus, .
b) w =24
< (@), > = < o) >
= [(]:L‘, < sfu]q >)
Yros(<s >|—<u>-|tr(q,s)) (hr = par hypotheése de récurrence)

= (.77 — <s >)|—<U>-|2.tr(q,[w]s)

= < [z]s > [<u> T o0
= < |z]s >|—<u>-|t'r(u,t)
- Sit= f(t1,...,t,) alors
< f(t1,---,tn)[u1i_q > =< f(tl,...,ti[qu,...,tn) >
= f(<ty >y <tify], >0, <ln >)
Moi<ty >y, < t > cus Ty < tn >)
= f(<t1>,..., <ty >)
=< f(t1,...,tn) >f<u>hr<i.q,f<t1 _____ )
~ Sit=2Z(t1,...,tp) et w=n—1i.w oni € {0,...,n— 1} alors
< Z(t1s s tn) > =< Z(tl,...,tn,i[uh,,...,tn) >
:Z0<t1>...o<tn,i[u]w, >e...0 1, >
’L=TZo<t1>...o<tn_Z->[ o...e<ty>

z]s)

|—<u>-| i-tr(q,t;)

n—i.w

<u>-|tr(w’,tn,i)
=Z e tl > 0K tn >|—<u>-|1”".2.tr(w’ .

:<Z(t1,...

n—i)
o e

Corollaire 4.1 Etant donné un CRS-terme t avec un sous-terme u & la position w noté t =ty .
Sit me contient pas de métavariable alors < tru), >= <1t >[<u>], -

Preuve : Nous avons < {p,) >= <t >[<u>] 0. POUT la Proposition 4.1. Il nous reste a
montrer que tr(w,t) = w si ¢t ne contient pas de métavariable. Nous utilisons la définition
de tr(_, ) et une induction sur la profondeur de ’occurrence w dans .

Le cas de base: w =€
On procede par cas:
— t=x alors tr(e,z) =€
— t = [z]t’ alors on a deux cas:
tr(l.e, [z]t") = l.¢;
tr(2.€, [z]t") = 2.tr(e, ') = 2.€
- t= f(t1,...,t, alors
tr(ie, f(t1,..., 1)) = i.tr(e t;) =i.€
Induction : w # €
On procede par cas:
— ¢ ne peut pas étre une variable.
~ t = [z]t’ alors

tr(2.w, [2]t)) = 2.tr(w,t') ¥

= 2.w
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—t= f(t1,...,t, alors
tr(iw, f(t1, ..., tn)) = dtr(w, t;) 2 iw
Donc nous obtenons:

<E>[cuspn = < E>[<u>],,

et nous pouvons conclure :
<), 2T <1<,

a

Dans la Proposition 4.2 nous traitons la traduction de la substitution CRS. Les substitutions
des CRS sont traduites naturellement par les substitutions du p-calcul.

Proposition 4.2 Etant donnés les CRS-termes u,t1,...,t, et les variables distinctes x1,...,x, €
FV(u). Alors

<u{zyi=t1,...,zp =t} > = <u>(z/<t1>,...,zp) <tp>)

Preuve : Nous utilison une induction sur le nombre de variables du domaine de la substitution.
Le cas de base: < u{z := 1t} >.
Soient w;, 1 € {1,...,m}, toutes les occurrences de z dans u: Ulel,, - [al,,,"
On fait une récursion sur m.

— Le cas de base: m = 1.
<u{z:=t}>=< ure,, >
= <U>res], 0 (Prop. 4.1)
=<u>(z/<t>).

— Induction : On applique I’hypothése de récurrence pour les premiéres m—1 occurrences
de z et on obtient:
<uri=t;>=<(u
{ } (urg,, M‘”m—l)fthm

=< U o o) (Prop. 4.1)

>
|—t-| tr(whn,u)

hr
_(< >|—<t>-|”(u1,u) |—<t>-‘tr(‘”m—11“))|'<t>-|tr(wl u)
mo

=<u>(z/<t>).
Maintenant on fait de 1’induction pour démontrer le cas ou il y a n variables distinctes a
substituer dans u.
Induction : < u{z1:=11,...,Tp :=1tn} >.
Pour hypothése d’induction on a:

< u{acl =11,...,Tp_1 1= tn—l} > = <u> <.’131/ <ty >,... ,CL‘n_l/ <tnh_1 >>.

Soit w :=u{z1 :=t1,...,Tp_1 :=tp_1} alors on a < w{z, := t,} > et on retombe dans le
cas de base.

Od

La Proposition 4.3 montre comme ’application d’une assignation & un terme dans les CRS
correspond, modulo py, & I’application des respectives traductions dans le p-calcul. Le modulo py
est nécessaire en particulier dans le cas ou t contient des métavariables d’arité non nulle: tandis
que dans les CRS la (-réduction est implicitement comprise dans I’application de 1’assignation,
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dans le p-calcul il faut ajouter explicitement des pas de Fire) pour réduire le redex et obtenir
le méme résultat final.

Proposition 4.3 Etant donnés un CRS-terme t et une assignation o.
<o><t>=, <ot>
Preuve : Nous utilisons une induction structurelle sur le terme ¢.

— Si t est une variable z, alors

<ox>=<zx>
=X

o>z >=<0>Cx
=z (puisque z ¢ Dom< o > car x ¢ MV)

— Sit = [z]s alors

<o([z]s) > = < [z]os >

T — <08 >
o T <0 >< 8>
=<o>r—><8§>
=<o><|[z]s >

- Sit= f(t1,...,t,) alors

<o(f(tiy---,tn)) > =< f(ot1,...,0ty) >

= f(K oty >,...,< otp, >)

M f(Ko><ti>,...,<o><ty>)
=<o>(f(<ty>,..., <ty >))

=<0 >< ft1y... tg) >.

— Sit=Z(t,-...,t,) alors nous utilisons un induction sur l'arité de Z:

s

— 7 d’arité zero, o assignation telle que o = {...,(Z,&),...} et £ ne contient pas
de [-redex.

<oZ>=<E>

<o>L<Z>=<0>7
Z(Z] < &>)
=<&>

— 7 d’arité n, o assignation telle que o ={...,(Z,§),...} et £ delaforme Az1 ... z,.u.
On suppose que t1,...,t, ne contiennent pas des occurrences de 1 ...z, ce qui
est toujours possible par a-conversion.

<o(Z(t1y. - tn)) >

=< (6Z)(oty,...,0t,) >
=<u{ry:=0(t1),.-.,zn:=0(ty)} >

=<u> (1) <o(t1) >,...,zn/ < o(ty) >) (Prop.3.2)

Mcu> () <o><ty > ...,1n) <0 ><ty >).
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<o > Z(tyy ... ty) >

=<o>(Ze<t;> o...0t,>)

=(Ko>2Z)e<o><t1> o...0 < 0>ty >

=Z(Z] z1 = (x2 = (---(zp 2<u>)...)))e <o ><t1 >...0 <0 >ty >
=, (u(z1/ <o ><t1>).. N (zn/ <o ><tp >)

=<u>(r1/ <o ><t1>,...,zp) <0 >< 1ty >)

(puisque Vi z; pas dans t1,...,t,).

a

Dans le dernier cas, c’est a dire les métavariable d’arité n, on a besoin d’un contraint supplé-
mentaire sur tq,...,t, pour que la composition de substitution
(1] <o ><t1>),...,{(xn/ < o ><t, >) soit égal a la substitution simultanée correspondante.

La Proposition 4.3 montre que pour chaque assignation o qui permet d’appliquer une CRS-
régle & un CRS-terme t, on a la traduction dans le p-calcul de la méme régle qui peut s’appliquer
& la traduction du terme ¢.

Proposition 4.4 FEtant donnés un CRS-métaterme L, un CRS-terme t et une assignation o .
oLl)=t = <o><L>=, <t>

Preuve : Nous utilisons une induction structurelle sur le terme L.
- Si L=z alors on a o(z) = z.
<o><z>=<z> (puisque z ¢ Dom< o > carz ¢ MV )
=p, < T >.
~ Si L = [z]s alors on a o([z]s) = t ou t est de la forme ¢ = [z]s avec s —5 5.
<o><[zls>=<o0>(x—<s>)
=r—><o><s8s>

g |

oy T —> <8 >
= < [z]s' >
=<t>.
- SiL= f(t,...,tp) alorsonao(f(t1,-..,tn)) =toutest delaformet = f(t,...,t)
avec t; —g 'pour chaque i € {1,...,n}

<o > (f(t1y.-htn)) >=<o>(f(<t1>,...,<tp>))

=f(Ro><t1>,...,< 0 ><t, >)

o (F(SH >0, <1 >))

=< f(th,....th) >
=<t>.

- Si L = Z, avec Z métavariable d’arité zero et o = {...,(Z,£),...} ou &= ¢ qui ne
contient pas de 3 -redex, alors on a o(Z) =t
o><Z>=<Z>(Z] <t>)

=Z(Z] <t>)
=), <t>.

- Si L=2Z(t1,...,ty) avec o = {...,(Z,€),...} ou = Az1 ... zp.u telle que z1, ..., 2,
n’apparaissent pas dans £, ce qui est toujours possible par a-conversion, alors on a
o(Z(t1,...,t)) =t ou t est de la forme u{zy := oty,..., T, := otp}.
<o >< Z(try. .. ty) >

I3
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=<o>Zelo><t;>... e <og><t, >
=Z{(Z/z1 = (z2 = (...(zp 2<u>)...)) e<o><t; >...) e <0 >ty >
= (Ku>(z1/ <o ><t1 >)).. )N zp/ <o ><t, >)
<u>(x1/ <o><t;>,...,z,/ <o ><t,>) (puisque Vi z; pas dans t1,...,t,)
S < US> (@) <oty >,...,zp) <oty >)
= <u{zy :=oty,..., Ty, := ot,} > (Prop.3.2)
=<t>.
a

Dans cette section nous décrivons la correspondance entre les dérivations d’un terme ¢ dans
un CRS (A, R) et les réductions d'un p-terme < t > construit & partir d’'un terme u et de
I’ensemble de régles de réécriture R. Nous voulons montrer que pour toute dérivation dans un
systéme CR.S, une réduction correspondante peut étre trouvée dans le p-calcul. Une méthode
systématique pour la construction du p-terme correspondant est souhaitable.

Théoréme 4.1 Etant donnés deuzr CRS-termes t,t' tels que t — t'. Alors, il existe des p-
termes my,..., T, construits en utilisant les régles de réécriture de R et les termes intermédiaires
utilisés dans la dérivation t — t' tels que nous ayons

(T ... @ (M @ <t>)) i),,." {<t' >}

Preuve : Nous faisons référence pour la preuve a la Définition 3.10 qui concerne la relation de
réécriture CRS en utilisant les régles d’inférence. Nous utilisons un induction sur la forme
de la réduction du terme ¢ dans CRS.

Le cas de base : 'application d’une régle de réécriture L — R en téte d’'un CRS-terme. Par
hypotheése il existe donc une assignation o telle que t = oL et ' = oR.
Nous utilisons la régle d’inférence CRS

Step avec o assignation,

oL — oR
et Dom(o) 2 MV(L)

Dans les p-calcul nous utilisons le terme de preuve
71 =< L — R > et nous montrons que

<L R> o <t>, {<t'>}

<L—->R> e<t>=, <L>3<R> e<o><L> (Prop. 44)
L)M {<o><R>} (Déf. 4.4 car L € Pattern)
=,, {<t' >} (Prop. 4.4)

Induction : Aprés n pas de réécriture, nous considérons la derniére régle CRS de réécriture
appliquée sur t.

— Si la derniére régle CRS appliquée est la régle d’inférence Context

ti — t

Context Fl oty — f( .0

Vti,t; € 72735(.1/,.7:) et Vf eF



34

Chapitre 4. La traduction des CRS en p-calcul

Dans le p-calcul nous avons par induction 71 & < t; >—< t; >. Nous construisons
le p-terme f(...,7,...) et nous obtenons:

f(...,ﬂ'l,...) ° f(...,<ti >,...)

—)Congruenceq[ f(---,ﬂ'l e <t >,...)

—*>p1[ f(...,<t:>,...) (Par hypothése de récurrence)
= <t'>

Si nous avons dans les CRS la régle d’inférence Abstract

s(z) — §'(z

Abstract 1 (e) — [2)s' (@)

VS,S, E%RS(XaF)

ol la notation s(z) indique que s dépends de la variable z.

Dans le p-calcul nous obtenons par induction (m; e < s(z) >) —< s'(z) >. Nous
construisons le p-terme m = h — (y — z — (h o (y @ 2))) et nous choisissons pour la
preuve le p-terme

m3=m9 @ m =(h—=>(y—>2z—>(he(yez)))) o m

—Flirey, (y -z (7T1 ° (y b Z)))

Nous montrons que
3 o (z— <s(z)>) — (z— <s(z) >) Vs, s’ € Ters(X,F)

En effectuant la réduction nous obtenons, modulo a-conversion, le résultat souhaité:
(y =z (mre(yez))) o (2 <s(z)>)

— rire, (2 = (1@ (2 = <s(z) >) 0 2)))

—Firey (z — (71'1 o < S(Z) >)

i>p,“ (z =< §'(2) >) (Par hypothése de récurrence)

=o T — <s(z) >.

Si la derniére régle d’inférence CR.S appliquée sur ¢ est la régle d’inférence Trans

t—u u—t /
Trans Pa—T Vit,u,t' € Ters(X,F)

Dans le p-calcul nous obtenons par induction

(m @ <t>)—<u>et(my o <u>)—<t >. Nousutilisons comme terme de
preuve la composition des deux termes de preuve obtenus par induction et nous mon-
trons que:

e (M e <t>) — <t'> Vtu,t €Ters(X,F)

En effectuant la réduction nous obtenons :

*h’l" *hT !

Ty e (T e <t>) —, me <u> —, <>

Corollaire 4.2 FEtant donnés deur CRS-termes t,t' tels que t — t'. Alors, il existe un p-terme
7 tel que nous ayons (m & <t >)) i),,ﬂ {<t' >}
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Preuve : Si ¢t — t' pour le théoréme 4.1 on a (7,... e (m & <t >)) —*>p." {< t' >} par
certains p-termes 71,...,Ty.
Il nous suffit de choisir 1 =z — (7, ... o (7w ex)).
O

Le théoréme montre que nous pouvons construire & partir des dérivations d’un terme ¢ dans
un systéme CRS un p-terme avec une p-réduction similaire & celle de ¢ dans le CRS.
On donne quelques exemples.

Exemple 4.3 (Récursion) Etant donné un systéme CRS avec ’ensemble R de régles CRS de
réécriture :
R ={Ro : rec(0, A, [zy]F(z,y)) — A ;
Ry :rec(s(N), A, [zy|F(z,y)) = F(N,rec(N, A, [zy|F(z,y))}
ourece F3, s€ Fi, AN € Zy et F € 2.
On consider le CRS-terme t = rec(s(0), s(s(0), [zy]s(y)).
On lui applique la régle Ry avec lassignation o1 = {(N,0), (4, s(s(0)), (F, Auv.s(v))}.
On obtient
o1 F(N,rec(N, A, [zy]F(z,y))= (Auv.s(v))(0,rec(0, 5(s(0)), [zy](Auv.s(v))(z,y)) I
=(Auv.5(v))(0, rec(0, 5(s(0)), [zy]s(y)) g
=s(rec(0, 5(s(0), [zy]s(y))))
Maintenant on applique la régle Ry au sous-terme rec(0,s(s(0)), [zy]s(y))) avec l'assignation
oo = {(4, s(s(0)), (F, Auv.s(v))} et on obtient s(s(s(0))).
On traduit l'ezample dans le pq-calcul. On a
<R >={< Ry >:rec(0,A,z —» (y > (Fezey))) — A;
< Ry >:rec(s(N),A,z — (y > (Fezey))) = F(N,rec(N,A,z = (y > (Fezey)))}
<t >=rec(s(0),s(s(0),z = (y — s(y)))).
Pour avoir une réduction similaire a la réduction CRS nous utilisons

s(Rp) o (R o <t>))

Pour appliquer la régle < Ry > on utilise l'assignation

<oy >=(F/u—v—s(v), N0, A/ s(s(0))).

On obtient

< o1 > F(N,rec(N,A,z — (y = (Fezxey))))

= (u— v — s(v)) e0erec(0,s(s(0)),z = (y = ((u = v — s(v)) ez 0y)))

—Fireq (U= v — s(v)) e 0 e rec(0, s(s(0)),z — (y = 5(y))))

— Fireq 5(rec(0,5(s(0)),z — (y = s(y))))

Maintenant on doit appliquer la régle < Ry > au sous-terme rec(0,5(s(0)),z — (y — s(y))).
Pour descendre au dessous du symbole fonctionnel s on utilise la régle Congruenceq :

s(Ro) o s(rec(0,5(s(0),2 = (y = () —py s(Ro o s(rec(0,5(s(0)),z = (y = s(y))))

Ensuite on applique < Ry > avec 'assignation < oy >= (F/ u — v — s(v), A/ s(s(0))) et on
obtient le resultat final s(s(s(0))).

Exemple 4.4 (\-calcul plus surjective pairing) Etant donné un systéme CRS avec l'en-
semble R de régles CRS de réécriture :

R = {Py : y(TI(X,Y)) > X ;
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P IL(TI(X,Y)) - Y ;

P:T(I X, 111 X) —» X ;

BetaCRS : Q(Ab([z]Z(x)), Z") — Z(Z")}
ou Iy, II; € F1 et I € Fo.
On considére par exemple la fonction qui change lordre des éléments d’une couple
Ab([z)]TI(I1y z, Tgx)) appliqué a la couple T1(y, z).

Voyons donc la réduction du CRS-terme t = Q(Ab([z]|II(II 1z, o)), I(y, 2))

D’abord on lui applique la régle BetaCRS avec ’assignation
o ={(Z, \uII(ITyu, Oou), (Z', (y, 2))}.
On obtient

o(Z(2") = AuII(TTyu, Tow)) (T(y, 2)) da= (1 (TI(y, 2)), o (TI(y, 2)))

Maintenant on applique les régles Py et Py au sous-terme (111 (I1(y, 2)), o (I1(y, 2))) avec as-
signation o' = {(X,y), (Y, 2)} et on obtient le résultat final I1(z,y).

On traduit l’ezample dans le pg-calcul. On a
<R >=A{P : II(II(X,Y)) —» X ;
P IL(II(X,Y)) = Y,
P (I X, 11 X) > X ;
Betap : Q(Ab(z — (Z ex))) e Z') > Z e 7'}
<t>= Q(Ab(z — (I(I11z,pz))) e II(y, 2)).
Pour avoir une réduction similaire a la réduction CRS nous utilisons

I(P) o (I(P) o (Betap o <t>))

Pour appliquer la régle Betap on utilise [’assignation
<o>=(Z] u— I(Ilyu,Myu), Z'/ I(y, 2)).
On obtient

<o>(ZeZ')= (u— I(Iyu,yu)) e TI(y,z) —rire, L1 (I(y, 2)), o (T11(y, 2)))

Maintenant on doit appliquer les régles < Py > et < Py > au sous-terme (II1 (I(y, 2)), o (II(y, 2))).
Pour descendre au dessous du symbole fonctionnel I1 on utilise la regle Congruenceq :

II(P;) e II(ILi (I(y, 2)), 1o (I(y, 2))) i>C’ongruencecn II(P; o II(II1(II(y, 2)), Ho (I1(y, 2)))

ot 1 =0,1.
Ensuite on applique les régles Py et Py avec Uassignation < o’ >= {(X,y), (Y,2)} on obtient
le résultat final I1(z,y).

Exemple 4.5 (Sommation) FEtant donné un systéme CRS avec le symboles de fonction “ 0, s,
3., a” tels que :

arité(0)=0
arité(s)=1
arité(X)= 2
arité(a)= 2
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L’ensemble de régles CRS de réécriture :
R={So:a(X,0) > X ;
S1:a(X,s(Y)) = s(a(X,Y)) ;
Ry : 3(0, [z]F(z)) — F(0) ;
Ry : B(s(N), [z]F(z)) = a(S(N, [z]F(z)), F(s(N)))}
ou0e Fy, seFi,Y,acFret X,Y,N € 2y, F € Z;.
Nous considérons le CRS-terme t = £(s(0), [i]s(7)).
Nous lui appliquons la régle Ry avec lassignation o1 = {(N,0), (F,An.s(n))}.
Puisque
o1 B(S(N), [z]F(z))= %(s(0), [z](An.s(n))(z))
—g 2(s(0), [z]s(x))
nous avons, modulo a-conversion, o1L1 =t ot Ly est le membre gauche de R;.
Nous obtenons :
o1 a(3(N, [z]F(z)), F(s(N)))}= a(3(0, [z](An.s(n))(z)), (An.s(n))(s(0)))
—g a(3(0, [z]s(x)), s(s(0)))
Maintenant nous appliquons la régle Ry au sous-terme (3(0, [z]s(z))) avec 'assignation oo =

{(F,An.s(n))}.

Nous avons :
o X(0, [z]F (z))= X(0, [z](An.s(n))(z))
—g 2(0, [z]s(z)
et nous obtenons :
02(F(0)) = (An.s(n))(0) —p s(0)

Donc nous avons a(s(0), s(s(0))).
Nous appliquons deux fois la régle S1

a(s(0),5(s(0))) — s(a(s(0),(0))) — s(s(a(s(0),0)))

puis une fois la régle Sy
s(s(a(s(0),0))) — s(s(s(0)))

Maintenant on a un terme en forme normale qui correspond au numero naturel 3.

Nous traduisons l'ezemple dans le pq-calcul.
L’ensemble de regles de réécriture :
R =1S:a(z,0) = z ;
Sy :al(z, s(y)) — s(a(z,y)) ;
Ry:2(0,z > (F o z)) > F o 0
Ry :X(s(N)yz — (F o z)) > a(E(N,z — (F o z)),F o s(N))}
Nous considérons le p-terme t = £(s(0),7 — s(i)).
Pour avoir une réduction similaire a la réduction CRS nous utilisons

a(Ro,x —>x) o (R & <t>))

Nous lui appliquons la régle Ry avec l'assignation < o1 >= {(N/ 0, F/ n — s(n))}.
Puisque
<op> B(S(N),x = (F e z))= X(s(0),z — ((n — s(n)) e x))
_>Fireq1 2(3(0)7‘7" - 8(‘7"))
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nous avons, modulo a-conversion, < o1 > Iy = t ou 1 est le membre gauche de Ri. Nous
obtenons
<o1> a(E(N,z — (F e z)),F e s(N))}
=a(X(0,z = ((n — s(n)) e z),(n — s(n)) e s(0)))
—rireg (2(0,2 — s(z)), 5(s(0)))

Maintenant on doit appliquer la régle Ry au sous-terme (X(0,2 — s(x))) avec l’assignation
<oy >={(F/ n— s(n))}.

Pour descendre au dessous du symbole fonctionnel a on utilise la régle Congruenceq :

a(Rg,z — x) o a(X%(0,2 — s(x)), s(s(0))) L),,." a(Ry o X(0,z — s(z)),z — x o s(s(0))

Ensuite nous appliguons Ry au premier argument de a at l'identité au deuziem argument.
Nous avons pour le premier argument :
<oy> X0,z = (F e z))= X(0,z = ((n — s(n)) e x)
_>Fi1'eq[ E(O’x — S(CC))
et nous obtenons:
<oy > (F(0)) =(n—s(n)) & s(0) —rire, s(0)

Donc nous avons a(s(0), s(s(0))).
1l nous suffit d’appliquer deuz fois la régle S1 et une fois la régle So comme dans les CRS pour
obtenir le méme résultat.



Chapitre 5

Higher-Order Rewrite Systems

Les Higher-Order Rewrite Systems (HRS), introduits par Nipkow dans [Nip91, Nip93], sont
une généralisation des extensions algébrique du A-calcul. Ils ont tout d’abord été utilisés pour
étudier les propriétés des systémes tels que AProlog et Isabelle.

5.1 La syntaxe

Un (HRS) est une paire (A, R) oi A est son alphabet et R son ensemble de régles de
réécriture .

Définition 5.1 L’alphabet A se compose de :
— un ensemble de variables X = {z,y,z2,...},
— un ensemble de symboles F = {f,g,Q,...},

— un opérateur d’abstraction noté “A_. 7,

- un opérateur d’application noté “__ "

Définition 5.2 FEtant donnés un ensemble de variables X et un ensemble de symboles F. L’en-
semble de HRS-termes de base, noté Tyrs(F,X), est le plus petit ensemble tel que :

— les variables de X sont des HRS-termes,
— les éléments de F sont des HRS-termes,
— sit est un HRS-terme et x € X alors Ax.t est un HRS-terme.

— sit ett sont des HRS-termes alors tt' est un HRS-terme.

En notation BNF, les HRS-termes sont définis par :
HRS-termes t o= x| f| Azt |t

On appelle position fonctionnelle d'un terme HRS t, toute position p du terme telle que
t(p) € F.
On suppose que 'opérateur d’abstraction “\” est associative & droite et que 'opérateur d’appli-
cation “_ 7 est associative a gauche.

La formation des HRS-termes suive les régles de A"-calcul, le A-calcul simplement typé. Les
types sont formés a partir des types de base notés o, 7,... et de I’ opérateur de construction de
types “—” selon de la Figure 5.1.
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Var T VeeX
Const 7T VfeF
Abstra % VzeXetVte T(X,F)

. ,-
Appli t-";;,TTt-U Vit e T(X,F)

FiGg. 5.1 — Le typage des HRS-termes

Chaque variable ou constant ne peut pas avoir plus d'un type. Donc chaque terme typable a
un type unique.

Définition 5.3 Une variable x est liée si cetie variable apparait dans un sous-terme de t de la
forme Ax.u. Dans le cas contraire l'occurrence de la variable x est libre. L’ensemble des variables
libres de t est noté FV (t).

Les régles de réécriture des HRS ne sont pas définies sur ’ensemble des termes mais sur une
partie de ceux-ci dits en forme 7-longue. Pour caractériser ce formes, nous définissons & partir
de la n-expansion la réduction que nous nommerons 7.

Définition 5.4 La n-expansion se définit pour tout terme t ow la variable T n’occurre pas libre,
par la réduction t — A\z.tx.

La relation M est définie par le passage au contexte de la n-expansion. Les différentes propriete
de cette relation nécessaires aur HRS peuvent étre trouvées dans [vRI6].

La plus part du temps on restreint I’attention au termes aussi en B-forme normale.
Pour simplicité on appellera les HRS-termes de type base en (7-forme normale dans lesquelles
toutes les variables sont de type base, simplement termes.

Exemple 5.1 HRS-termes.
Ae.gz € Tyrs(F,X) avec g€ F,z € X,g:0—0
- f(Az.(9z)a) € Tyrs(F,X) avec f,g,a€ F,z € X, f,a:0,g:0—0
- Az.z(Ay.zy) € Tyrs(F,X) avec x,y,z € X, z,2:0—0, y: 0.
Définition 5.5 Un ensemble R de régles de réécriture HRS est composé par de régles de la forme
Il — r qui doivent satisfaire les conditions suivantes :
— | et r sont en Bn-forme normale de type base,
— 1 n’est pas n-équivalent a une variable libre.
- FV(l) D FV(r)
— Toute occurrence d’une variable x dans un membre gauche de regle est de la forme xtq, ..., ty
o4 les t; sont 7-équivalents a n variables liées distinctes (condition de pattern).

Exemple 5.2 Bien que les HRS soient définis dans le A-calcul simplement typé, il est possible
d’y coder le A-calcul pur. En effet, soient le deur symboles @ et Ab respectivement de type Q@ :
0—>0—>0¢et Ab:0— 0 — 0. Et soit la régle de réécriture :

BetaHRS : Q(Ab(Az.yz))z — yz

ot z,z:0,y:0— 0. Le HRS obtenu permet de simuler le A-calcul.
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Ce paradoxe en apparence, & savoir coder un systéme non typé dans un systéme qui utilise
un langage typé, permet de bien voir que dans le HRS le systéme de réécriture est défini par le
le symboles fonctionnels et les régles de réécriture. Le A"-calcul sous-jacent au systéme n’est la
que pour effectuer la substitution.

5.2 Assignation

On veut définir de quelle fagon une régle de réécriture est instanciée pour obtenir un pas de
réécriture effectif. On introduit la notion d’assignation définie comme précédement pour les CRS
a la différence prés qu’elles sont définies ici sur les variables libres d’un terme.

Définition 5.6 Une assignation o est un ensemble fini de couples (variable libre, HRS -terme),
o={...,(zi,&1),...}, telle que & est en B1-longue forme de méme type de z; et & = Az ... Tp.u
ot n est le numéro des termes a lesquels est appliquée z;.

FEtant donnés un terme t € T(F,X), et une assignation o, o(t) est récursivement défini de la
fagon suivante :

- o(z) =& si(2,61) €0;

- o(z) =z si x est liée;
B U(f) = f;'

- o(Az.t) = \z.o(t);

- o(tt') = a(t)o(t')

Les problémes de capture des variables, par exemple variables libres x capturées involontaire-
ment par I'abstracteur A, doivent étre résolus par le renommage des variables liées (a-conversion).
Par la suite on assume implicitement appliquer ce renommage, si nécessaire. Par abus de langage
on utilise souvent la notation simplifiée ot au lieu de o(t).

Par exemple, sit = zt1...t, et o ={...,(2,A\x1...2p.u),...} alors
o(zti...tn) = o(z)0 (tl) -0 (tn)
= (Az1...zp.u)o 1) (tn)
—g u{xl = o(tl), = o(tn)}-

5.3 La relation de réécriture

Définition 5.7 Etant donné un ensemble de régles CRS de réécriture R on peut définir induc-
tivement la relation de réécriture engendrée entre les termes CRS de la fagon suivante :

On peut définir un pas de réécriture de fagon plus opérationelle:

Définition 5.8 Etant donné un ensemble de régles HRS de réécriture R.

Etant donnés deuz termes t,t' € T(X,F) t se réécrit en t' en un pas de réécriture en utilisant
R, noté t —»r t', ssi il existe w € Pos(t),il eriste | — r € R et il eziste une assignation o telle
que Dom(o) 2 FV(I), (t|w) = ol et t' =t15p)

Le lemme suivant montre ’equivalence entre les deux définitions de relation de réécriture.

Lemme 5.1 Etant donnés deuz termes t,t' € Ters(X,F), sit — t' au sens de la figure 5.2
alors :

— ou bien t et t' coincident, i.e. t =t', ou bien
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Pas T—or sil - r € R, o assignation et Dom(c) 2 FV(I)
Context fi:;?;u VtueT(X,F)etVfeF

Abstract Xz i :)) gw ” VitueT(X,F)

ApplG =l Vtu,v € T(X,F)

ApplD L=l Vt,u,v € T(X,F)

Trans 4 —)tu—;uv—) v Vtu,v € T(X,F)

F1G. 5.2 — La relation de réécriture HRS

- il existe une chaine finie de réductions d’'un pas det at':t =ty g t1 >R ... >R tn = t.
Preuve : La preuve est une consequence de la forme de la preuve de t — ¢/. O

Exemple 5.3 Etant donné le HRS-terme t = Q(Ab(Az.f(z)),a) on lui applique la régle Be-
taHRS en utilisant 'assignation o = {(y, v.fv),(z,a)}.

Puisque o(yz) = (M.fv)z =3 f(z) et 0z = a on a ol =1t ot l est le membre gauche de
BetaHRS.

On obtient t' = or = o(yz) = (Mv.fv)(a) =3 f(a) ot 7 est le membre droite de BetaHRS.

Exemple 5.4 On consider un systéme HRS avec un ensemble de régles de réécriture
R={R: (\y.z(Az.yz)) — z(a)}

ot y,2:0—=0,a:0.
Etant donné le HRS-terme t = (A\y.f(y)(a)) ot y,f:0—0, a: 0.
On applique & la -longue forme normale, (Ay.f(Az.yz)a), det la régle R en utilisant ’assignation

o ={(z,Au.f(u)(a)}.

Puisque
o(My-z(Az.yz)) = (Ay.(Au.f(u)a)(Az.yz)) —g (Ay.f(Az.yz)a)
on a ol =1 ol est le membre gauche de R. On obtient
or = o(z(a)) = (Au.f(u)a)(a) = B = (f(a))a
ot r est le membre droite de R.

Donc un pas de réécriture est défini comme une expansion en B-longue forme, un remplace-
ment des variables libres par les termes leurs assignés et enfin la g-réduction en forme normal.



Chapitre 6

La traduction de HRS dans le p-calcul

Nous proposons une traduction en deux étapes: nous composons la traduction de HRS vers
les CRS plus explicite Beta introduite par Van Oomstrom et Van Raamsdonk, avec la traduction
de CRS en p-calcul que nous avons décrite dans le Chapitre 4.

Nous démontrons que toutes réductions dans les HRS peuvent étre simulées dans le pg-calcul
4 lequel on a ajouté explicitement la régle Beta. Nous concluons en donnant quelque exemple de
réductions dans un systéme HRS avec leur correspondant dans le pq-calcul.

Nous utilisons le résultat [vOvR93| pour traduire le systémes HRS dans le p-calcul.
Au lieu de de définir une fonction de translation directe entre HRS et p-calcul nous utilisons la
traduction de HRS dans un systéme CRS avec en plus la régle
Beta : Q([z]Z(z),Z') — Z(Z') et ensuite nous la composons avec la traduction de CRS dans
le pq-calcul définie dans le chapitre 4. En effet nous avons seulement besoin d’ajouter aux régles
du pg-calcul la tradution de la régle Beta:

< Beta> = Betap : (r > Zex))eZ — ZeZ

Nous obtenons la composition

HRS — CRS + Beta — pq

Nous pouvons maintenant démontrer que toutes réductions dans les HRS peuvent étre simulées
dans le pg-calcul.

Proposition 6.1 Etant donné un ensemble de régles HRS de réécriture R et deur HRS-termes
tett tels quet Sgr t.
Alors on a < 't >pi>pﬂ< t' >, ou < _ >, est la translation de HRS dans le pq-calcul.

Preuve : Nous avons

() : HRS — CRS + Beta pour [vOvR93]
R — (R) + Beta := Rcrs

et

<_> : CRS — pq pour Prop4.5
Rcrs —< Reors >:= Rp

ol < Rers >=< (R) > + < Beta >=< (R) > +Betap
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En composant le deux translation nous obtenons
<_>, : HRS — pq
R—R,

Donc pour [vOvR93] nous avons que
t gt correspond & (t) Srops ()
Il faut maintenant montrer que
(t) Drops (') correspond a <t >, —*>R,, <t'>,
et ca c’est vrai pour la proposition 4.5. O
Exemple 6.1 Nous considérons un systéme HRS avec un ensemble de régles de réécriture
R={R: f(Ay.z(Az.yz)) — z(Az.z)}

Etant donné le HRS-terme t = f(Ay.yk) o y:0— 0, k : 0.
Nous appliquons & la 7-longue forme normale, f(Ay.(Az.yx)k), de t la régle R en utilisant l’as-
signation o = {(z, Au.uk)}.
Puisque
o(f(Ay.z(Az.yx))) = f(Ay-(Auwk)(Az.yz)) —g f(Ay.(Az.yz)k)

nous avons ol =1t ou l est le membre gauche de R. Nous obtenons
t':=or = o(z(Ar.7)) = Quuk)(Az.z) = B Az.2)k —p k

ot T est le membre droite de R.

Maintenant nous traduisons le méme exemple dans un systéme CRS.
nous partons du CRS-terme (t) = f([y]@Q(y, k)) et de l’ensemble de régles de réécriture

Reors = {R: f([¥)Z(y)) — Z([z]z), Beta: Q([z]Z(x),Z') = Z(Z')}
En utilisant assignation o1 = (o) = {(Z, Au.@(u, k)} nous appliquons la régle R :
o1(f([WlZ2 () = f([yl(Au.Q(u, k))y) Ig = f([y]Q(y, k))

donc o1 L = (t) ou L est le membre gauche de R. Nous obtenons
1R = 01(Z([a]2)) = (w0 (u, k))([o]z) by = @((a], k)

ot R est le membre droite de R.
Maintenant nous appliquons a ce terme la régle Beta avec l’assignation oo = {(Z, Au.u), (Z', k)}.
Nous obtenons

oy Z(Z") = Quw)k lg =k=(t)

Donc en bref on a
(t) —r Q([z]z,k) —Beta (t')

On voit bien que pour obtenir le méme résultat que dans le HRS nous avons besoin de la régle
supplémentaire Beta.



45

Enfin nous écrivons l'exemple dans le pq-calcul.
Ona<t>,=<(t)>= f(y = (y ® k)) et ’ensemble de p-régles de réécriture

Rpo,={R: fly—(Z e y)) >Z e z— 1z, Betap: (z— (Z o z))eZ' - 7Z e Z'}
En utilisant lassignation 03 =< 01 >= (Z/ u — u e k) nous avons

o3(fly—=2Z e y))=fly—=2(Z/ u—(u e k) e y)=fly—=>(u—=(ue k) e y)

et
fly—=(u—(u o k) o y) —rpieg fy—(y o k)
donc 03 | =<t >, et nous obtenons o3 r :
03(Z e x v x)=2Z(Z/u— (u ® k)) @« (x—=z)=(u—>(u o k) o (z— 1)
et

(u—(u o k) o (=) —pieg (r—17) @k

Maintenant nous appliquons a ce terme la régle Betap avec assignation
oy =< o9 >=(Z/ u—u, Z'/ k). Nous obtenons

0i(ZeZ')=Z(Z] u—u) ® Z(Z'[ k)= (u—u) @ k =pieqg k= <t'>,
qui est bien le résultat qu’on voulait.

Exemple 6.2 (Sommation) Nous récrivons l’exemple 4.5 pour les systémes HRS.
Etant donné un systéme HRS avec le symboles de fonction :

0 nat

S nat — nat

Y : nat — (nat — nat) — nat
a nat = nat — nat

et ’ensemble de régles de réécriture :
R ={Sy:a(z,0) = z ;
51 :alz, s(y)) = s(a(z,y)) ;
Ry : 3(0, Az.f(z)) — £(0) ;
Ry : 3(s(n), Az.f(2)) = a(X(n, Az.f(x)), f(s(n)))}
Nous considerons le HRS-terme t = %(s(0), Ai.s(4)).
Nous lui appliquons la régle Ry avec l'assignation o1 = {(n,0), (f, An.s(n))}.
Puisque
o1 X(s(n), Az.f(z))= X(s(0), Az.(An.s(n))(x))
—g X(s(0), A\z.s(z))
nous avons, modulo a-conversion, ol; =t ou Iy est le membre gauche de Ry. Nous obtenons
o1 a(X(n, Az.f(z)), f(s(n))) }= a(X(0, Az.(An.s(n))(z)), (An.s(n))(s(0)))
—g a(X(0, A\z.s(x)), s(s(0)))
Maintenant nous appliquons la régle Ry au sous-terme (X(0, Az.s(z))) avec I’ assignation
o9 = {(f, An.s(n))}. Nous avons:
o9 (0, Az.f(z))= (0, Az.(An.s(n))(x))
—g 2(0, z..5(x))
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et nous obtenons :
o2(f(0)) = (An.s(n))(0) —4 s(0)

Donc nous avons a(s(0),s(s(0))).
Nous appliquons deuz fois la régle S1

a(5(0),5(s(0))) — s(a(s(0),(0))) = s(s(a(s(0),0)))

puis une fois la régle Sy

s(s(a(s(0),0))) — s(s(s(0)))

Donc nous obtenons s(s(s(0))) qui est bien le méme résultat que dans 'exemple 4.5.



Conclusions et perspectives

L’exploration du calcul de réécriture n’est qu’a son debut. Parmi le nombreuses questions
qui se posent, nous avons traité dans ce rapport la correspondance entre le calcul de réécriture
et les relations de réécriture d’ordre supérieur. En particulier nous avons présenté l’encodage
dans le p-calcul des Combinatory Reduction Systems en définissant une fonction de traduction
directe des CRS en p-calcul. Nous avons comparé les différentes formalismes et leur différents
caractéristiques d’expressivité, puis nous avons exprimés les CRS en calcul de réécriture.

Nous avons déja commencé 1’étude de la correspondance entre le p-calcul et les Higher-Order
Rewrite Systems (HRS), introduits par Nipkow [Nip91, Nip93|. Ce type de systémes sont une
généralisation des systémes de réécriture du premier ordre avec en plus des variables liées.

Puisque la correspondance entre CRS et HRS a déja été analysée par Van Oomstrom et Van
Raamsdonk [vOvR93], nous proposons dans un premier temps une traduction des HRS en pas-
sant par les CRS. Une traduction directe pour les HRS est souhaitable et serait 'objet des nos
travaux futurs.

Nous pouvons conclure que le p-calcul est un formalisme suffisamment puissant pour repré-
senter le paradigmes de calcul usuels. Il intégre les propriétés complémentaires de la réécriture du
premier ordre et du A-calcul et il nous permet la description des langages basés sur la réécriture
et des calculs & objets.

Nous avons montré dans ce stage de DEA que le p-calcul permet de décrire aussi certains
systémes de réécriture d’ordre supérieur tels que les CRS et les HRS. Dans le futur nous nous inté-
resserons 3 travailler sur la représentation dans le p-calcul d’autres systémes de réécriture d’ordre
supérieur comme les Ezpression Reduction Systems [Kha90], les Interaction Systems [AL94] et
les Ezplicit Reduction Systems [Pag97].
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